18 Biometrika u poljoprivredi

ZAKON VELIKIH BROJEVA pravilo koje pokazuje da ukoliko se broj jedinica promatranja u
jednome ispitivanju poveéava utoliko viSe dolazi do izraZaja ono §to je u promatranoj pojay
opce i zakonito. S obzirom na to da su statisticka ispitivanja zasnovana na masovnom
promatranju pojava i da je osnovni cilj statistike iznalazenje opéin, tipicnih osobina
promatranih pojava, zakon velikih brojeva ima veliki znadaj i primjenu u statistickoj teoriji

praksi. Ista pojava promatrana u velikome broju slucajeva pokazuje odredenu pravilnost,
koja u malome broju sluCajeva nije uodljiva. Statisticki promatrano, znacaj zakona velikih
brojeva, djelomi¢no je umanjen primjenom metode uzoraka.

1.3. TEORIJA SKUPOVA

Teorija skupova je u svome razvoju od sredine 19. stoljeca postala jedan od osnovnih
Cimbenika koji se, osim u teoriji vierojatnosti, rabi i u podrucju elementarne i vise
matematike. Skup je moguée definirati kao preciznu
specifikaciju razli¢itih predmeta ili jedinki koji su
njegovi elementi ili &lanovi. Osnovni skup, na primjer,
mogu biti. ispitivane biljke na odredenoj parcelj,
Zivotinje u leglu, prikljuéna oruda u nekoj radnoj
Jedinici, korovi ili $tetnici na ispitivanim obradivim
povrsinama i drugo.

Svaki osnovni skup moguce je rasélaniti na manje
cjeline, podskupove (A, B, C...). Podskupovi se u
biometrici uobitajeno nazivaju uzorci i znacajni su za
teoriju uzoraka. Clanovi podskupova ujedno su i
elementi osnovnoga skupa S.

Slika 1.5. Unija skupova

U prostoru elementarnih dogadaja kod osnovnoga
g skupa S = (A,B,C,D) podskupovi mogu biti sljededi:
(). (A). (B), (C), (D), (A,B), (A.C), (A,D), (B,C), (B,D),
(C.D), (A,B,C), (ALBD), (A,C,D), (B.C,D), (A.B,C,D).

U nekom pokusu, elementarni dogadaj mogudi je

ishod koji se ne moZe dalje raS¢lanjivati,. Kod

precizno  odredenoga prostora elementarnih

dogadaja, moguée je na osnovi njegovih podskupova
AinA; i drugih skupova izvoditi razne operacije.

P
>
~N

Ako su, na primjer, A; i A, dogadaji (podskupovi) u
prostoru dogadaja, odnosno ispitivanja, wuniju dva
dogadaja (A+ L Aj) &ini skup ¢iji elementi pripadaju A
ili A ili oba podskupa. U opéem slu€aju, kod n
podskupova, njihova unija je skup elemenata u
/ prostoru dogadaja S ili osnovnome skupu  ¢iji
/ elementi pripadaju bar jednome od A As A L A,

%
A / podskupova. Unija podskupova A1 i Az prikazana je
Slikom 1.5. i predstavija je cijeli osjencani prostor.
// Primjer za uniju skupova moZe biti sveukupnost
/’ uskolisnih i irokolisnih korova na ispitivanoj pokusnoj

povrsini.

Slika 1.6. Presjek skupova

Slika 1.7. Komplement ili dopuna dogadaja A

Intersekcija ili presjek dogadaja A, i Az U prostoru S je
skup Ciji elementi pripadaju podskupu A; i podskupu A,. To je prikazano Slikom 1.6., gdje je
intersekcija vidljiva kao osjencani prostor. Primjer za presjek dvaju podskupova mogu biti
korovi koji pripadaju porodici trava (Poaceae). Intersekcija dva podskupa u skupu S
oznacava se kao presjek ili A; ~ A.,.
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Komplement ili dopuna dogadaja A u prostoru S je skup elemenata koji ne pripadaju
podskupu A i piSe se kao A. Iz navedenoga slijedi daje A A = S. Na Slici 1.7. dopuna
je prikazana osjencanim prostorom.

Kada je osnovni skup S u cijelosti odreden, tada je to siguran dogadaj, odnosno, bez
obzira na ishod pokusa, njega uvijek ¢ine rezultati dobiveni na osnovi &lanova skupa S.
Komplement osnovnoga skupa S nema elemenata, naziva se prazan skup i oznacava
se kao & U pravilu, prazan skup je podskup svakoga skupa S i oznacava se kao (& v
S = §), a ujedno i njegov komplement, odnosno S = & .

A, A;

Slika 1.8. Dva medusobno isklju¢iva dogadaja

Dva dogadaja A; i A, medusobno su iskljutiva kada aktivnost jednoga dogadaja
iskljucuje drugi, odnosno kada nemaju zajednickih elemenata, presjeka ili intersekcije.
To se oznaCava uobiCajenom simbolikom kao A; » A, = & Taj je odnos prikazan
Slikom 1.8.

Razliku izmedu skupova Ay i A &ini skup Sy. To se piSe kao S; = A;\ Ay, a Gita kao A,
manje Az. Razliku izmedu skupova A; i As ¢ini skup S%, odnosno S’y = A\ A; (Slika
1.9.).

PRIMJER 1.4. Pod pretpostavkom da skup A predstavljaju svi korovi zabiljeZeni u pokusu
postavljenom u Cetiri bloka po slu¢ajnom bloknom sustavu, a skup A, korovi koji
pripadaju prvome bloku, skup S &ine svi korovi koji ne pripadaju prvome bloku,
odnosno zabiljezeni su u blokovima drugome, treéemu i detvrtome. Skup S't ¢ine korovi
prvoga bloka koji nisu pronadeni i notirani u drugome, treéemu i &etvrtome bloku.

A1 Az A‘l AZ

Si=AI\ A Si=A\ Ay

Slika 1.9. Razlika izmedu skupova
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9.2. AKSIOMI | TEOREME VJEROJATNOSTI

Aksiomski ustroj vjerojatnosti razvio je ruski matematiar Andrey
Kolmogorov pocetkom tridesetih godina dvadesetoga stoljeéa. Prema
tome ustroju, vjerojatnoc¢a je definirana kao funkcija podskupova u
prostoru dogadaja. Pri tom postoje dva vaZzna preduvjeta:

1. Teorija vjerojatnosti mora biti u potpunosti matematicka. Na taj se
nacin u teoriju vjerojatnosti uvodi pojam probabilisticka matematika.

2. Teorija vjerojatnosti mora biti sukladna empirijskim &injenicama.

Slika 9.2. Kod odredenoga prostora dogadaja S, vjerojatnoda za svaki podskup
A”?;%%g‘_’mggc;ro" A u S je neki realan broj. Vjerojatnoéa od A ozna¢ava se kao P(A) i
' ' prate je tri osnovna aksioma:

1. Za svaki dogadaj A vrijedi sliedede: 0 < P(A4)< 1. Po tome odnosu, vjerojatnoce
su pozitivni realni brojevi, koji se kredu izmedu 0/ 1.

2. Po drugome aksiomu, vjerojatnoca izvjesnih dogadaja jednaka Jje jedan, odnosno P(S) =
1. To znadi da se jedan od vise medusobno iskljudivih ishoda iz prostora dogadaja S
mora pojaviti kod provodenja nekoga pokusa.

3. U slucajevima kada su dogadaji (podskupovi) A, i A; u prostoru dogadaja S medusobno
Iskljucivi (A1 n Az = ), tada je P(A; U Az) = P(A1) + P(A,). To znadi da je vjerojatnost
unije podskupova A; i A; jednaka zbroju njihovih vjerojatnosti. Ako postoji n medusobno
iskljucivih dogadaja, treci je aksiom moguce izraziti kao: P(A; U A, U ...C A,) = P(A) +
P(A2) ... P(Ay).

S matematitkoga motrista, na osnovi ta tri aksioma, veza bilo kojega podskupa s
elementima u prostoru dogadaja naziva se funkcija vjerojatnosti. Cjelokupni ustroj teorije
vjerojatnosti, promatran kao formalan matematicki sustav, razraden je na osnovi ta tri
aksioma.

PRIMJER 9.20. U pokusu s bacanjem kockice (od 1 do 6 mogucih toékica - brojeva) kod
svakoga bacanja prostor elementarnih dogadaja je

S$=(1,2345,6).

Sest elementarnih dogadaja su Ay, Az, As, ... As, s vjerojatno¢ama P(4,)=—,...,P(4,)=

Na taj nacin zadovoljena su sva tri aksioma i to:

1. Prvi aksiom: 0 < P(4) <1.

2. Drugi aksiom: P(S) = 1ili P(S)= P(A,)+ P(4,)+ ..+ P(4,) = %+ %+ o % - % -1
3. Trec¢i aksiom: uz dva medusobno iskljuc¢iva dogadaja A; i A, , vjerojatnost da ¢e se kod
bacanja kockice dobiti jedinica ili dvojka je P(4, U 4,) = P(4,)+ P(4,) = %+ é = % :é.

Dogadaji (podskupovi) na koje se adnose navedeni aksiomi ne moraju biti elementarni
dogadaji. Pri tome se prostor dogadaja dijeli na medusobno isklju¢ive dogadaje.
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PRIMJER 9.21. Ako se dogadaj B odnosi na dobivanje jedinice ili dvojke (A4, Az), a dogadaj C
dobivanje trojke ili Cetvorke (As Ay), tada vrijedi sljedece:

1 1 2 1
P(B)=P(A, W Ad)=PA)+P4)=—+—=—=—
(B) = P(4, v 4,) = P(4,) (z)6663
P(C)=P(4, U A,)=P(4,)+ P(4 ),l+l_%_l
3 4 3 4 6 6 - 6 3
odnosno

P(BuC)‘P(B)+P(C)—l+l—2

3 3 3

Trec¢i aksiom takoder je zadovoljen.

9.3. BAYESOV TEOREM
Engleski svecenik i matemati¢ar Thomas Bayes bavio s

problematikom iznalaZenja zaklju¢aka na osnovi induktivne inferencij=
Dotadasnja iskustva matemati¢ara temeljila su se na deduktivnom=
pristupu rjeSavanju problema. Pri tome se polazilo od odreden=
hipoteze na osnovi vjerojatnoce a priori. Bayes je obrnutim postupkor
dogao do teoreme, pomocu koje se, na osnovi promatranja posljedicz
utvrduje hipoteza.

Slika 9.3. Matematicke postavke te teorije nisu sporne, ve¢ njena primjena .
Thomas Bayes svezi s utvrdivanjem a priori vjerojatnosti. Znacajniji interes zz
(1702.-1761.) Bayesovu teoremu javlia se nakon Drugoga svjetskoga rata, kadz

statistiéka inferencija, zasnovana na klasi¢noj teoriji vjerojatnosti, nije davalz
zadovoljavajuée odgovore pri rieSavanju prakticnih problema.

Neka su A;, A, .... A ... A, medusobno nezavisni dogadaji u prostoru elementarnit
dogadaja. Drugi medusobno iskljudivi dogadaji oznageni su s B, Nastupanje jednoga oc
dogadaja B uvjetovano je dogadajem A, odnosno dogadaj B; ne moze nastupiti prije
dogadaja A, tako da oni nisu nezavisni. Ako su vjerojatnosti P(A)) i uvjetna vjerojatnoca oc
B; poznate, Bayesovim teoremom dolazi se do vjerojatnoce a posteriori dogadaja A;, nakon
nastupanja dogadaja B.

Matematicki je to moguce opisati sljede¢im odnosom:

P(4|B) - P(A ) P(B|A)

n

> P(A)P(B[A)

Na osnovi multiplikativne teoreme, moguce je izvesti sljedeci odnos:

P(A,)P(BJA))

P(A)P(B|4) = P(B)P(4,B) odakle je P(A[B) ===
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=osto je nastupanje dogadaja B uvjetovano jednim od dogadaja A; vjerojatnost od B
—oguce je izraziti kao zbroj uvjetnih vjerojatnoc¢a tog dogadaja, odnosno:

Puﬂ:PMJHBMJ+PMQP@MQ+W+HﬂﬁPwMQ:iPQmeMJ

Osnovni princip Bayesove teoreme bit ée prikazan na osnovi sliedecega primjera:

PRIMJER 9.22. U kutijama (A,B,C,D) se nalaze sive i crne pelete, sa sljedec¢om raspodjelom:

A B C D

-=dna kutija izvuCena je na sluCajan nacin i iz nje je izvu¢ena crna peleta. Koja je
<erojatnost da je izvu¢ena kutija sadrzavala samo crne pelete?

<20 prvo, postoje dogadaji A;, Ay As i A; koji se odnose na izvlatenje jedne kutije.
[lerojatnosti njihovoga izvlacenja P(A), P(Az), P(As) i P(A4) su vjerojatnosti a priori. Dakle,
<20 Sto je ve¢ ranije napomenuto, procjiena se donosi prije izvodenja pokusa na osnovi
cocega poznavanja uvjeta pod kojim ¢e se pokus odvijati. U navedenome primjeru poznat
= bio broj kutija (4), broj peleta po kutiji (4), ukupan broj peleta (76) te boja peleta — siva i
ona.

Zogadaj B nastupa nakon jednoga od dogadaja A. U nasemu slucaju on se ve¢ dogodio,
zvuCena je kutija i iz nje crna peleta. Vjerojatnosti izvlacenja crne pelete u uvjetima
orethodno izvugene jedne od Cetiri kutije su P(B|4,), P(B|4,), P(B|4,), P(B|4,).

Zz odgovor na postavljeno pitanje, da je izvu¢ena kutija sadrzavala samo crne pelete, rabit
-2 se sljedeca tablica.

Tablica 9.4. A priori vjerojatnosti za slucajeve A i uvjetne vjerojatnosti za slugajeve B

A_P(A) P(BIA) P(A).P(BIA) PAlB)

A Vi 1 Ya VaiVa= Vs
A Ve % Y Yo ="
As Vi A Y% Yo th="Y
Ad Vi 0 0 0:%=0
K Y 1

J 10] su tablici date vjerojatnosti za crnu peletu u uvjetima prethodnoga izvladenja jedne od
Z=tiri kutije. Odgovor na pitanje nalazi se u prvome redu posljednjega stupca tablice, jer je:

P(A ,)P(B|A, 025 1
S P(A)PBlA)

J sliénim situacijama izraCunavanje vjerojatnosti a priori za A; nije problemati¢na. Ujedno
su te vjerojatnosti od znatnijega utjecaja za dobivanje vjerojatnosti a posteriori. U
oraktiCnome radu Cesto se iznalaze razlicite inacice primjene Bayesove teoreme.
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Teorijske raspodjele ucestalosti

Originalne, empirijske ili opazene raspodjele ucestalosti formirane su grupiranjem
opaZanja ili elemenata skupa prema nekome obiljeZju. Raspodijele su nastale na osnovi
egzaktnih podataka prikupljenih tijekom nekoga pokusa. Na osnovi grupiranja tih
podataka (klase ili razredi) prema odredenome obiljeZju, dobiven je prikaz apsolutnih i
relativnih udestalosti datih razreda, uz njihov grafi¢ki prikaz (histogram uéestalosti).

Za razliku od empirijskih, izvornih ili opazenih raspodjela, postoje i teorijske raspodjele.
Te se raspodjele mogu ,o¢ekivati” u skladu s nasim iskustvom ili na osnovu odredenih
teorijskih pretpostavki. Pretpostavljaju se nekom statistiCkom modelu ili postavljaju kao
hipoteza koju treba ispitati. Teorijske raspodjele zadane su analiticki i za njih su
unaprijed poznate osobine, kao, na primjer: aritmeticka sredina, mod, medijana i druge,
a pojavljuju se i u ulozi raspodjele vjerojatnosti.

Kod teorijskih raspodijela vrlo je bitan zakon vjerojatnosti. Taj se zakon primjenjuje glede
koli¢inske procjene stupnja moguénosti dogadanja odredenoga dogadaja, koja se zove i
vjerojatnoda dogadaja. Mogudi ili slucajan dogadaj je onaj koji se pod odredenim
okolnostima moze, ali i ne mora dogoditi.

9.1. TEORIJA VJEROJATNOSTI | KOMBINATORIKA

Teorija vjerojatnosti utemeliena je u 17. stoljeéu.  Svicarski
matematidar Daniel Bernoulli, postavio je teorijske osnove
vjerojatnosti, kao matematicke discipline. Ta se teorija nadalje razvija
kroz deterministicki pogled na svijet Pierre Simonea, Marquisa de
Laplacea (1749.-1827.). U svojim brojnim radovima de Laplace tvrdi
da je vjerojatnoca sastavni dio prirodnih znanosti te, kroz teoriju
pogredaka, sustavno proucava sredinu i njenu varijabilnost kroz

e | il ponovljena mijerenja ili ponavljanja. Osobito znacajan doprinos
Da:‘igl a9t~ razvoju teorije vjerojatnosti dao je Carl F. Gauss kroz radove o
(1700.-1782.) normalnoj raspodjeli i zakonu pogreSaka. Razlog znatnijemu interesu

za tu teoriju bio je osiguranje od rizika u veoma razvijenoj trgovini u
talijanskim gradovima u razdoblju renesanse. Suvremena statisticka teorija vjerojatnosti
preteZito se zasniva na tzv. Bayesovoj statistici, odnosno teoremi.

Teorija vjerojatnosti intenzivno se rabi kod igara na srecu prilikom odredivanja
moguénosti dobitka. Poznato je da su jo$ stari Egip¢ani ve¢ 3500 godina prije nove ere
igrali neke igre sli¢tne danasnjoj kocki. Primjena te teorije u relativno novije vrijeme
datira jo$ iz 16. stolje¢a. Oko 1560. godine, talijanski lije€nik, profesor geometrije i
strastveni kockar Girolamo Cardano (1510.-1576.) opisivao je teorijske mogucnosti
izbora strana kockice prilikom njenog bacanja. | Galileo Galilei u svojim
,Razmidljanjima o igrama kockom” 1620. godine posvetio je dio svog rukopisa
vjerojatnosti razli¢itih ishoda ako se igra dviema kockama. Francuski matematicari
Blaise Pascal i Piere de Fermat su oko 1655. godine zapoceli pismenu raspravu o
zakonima vjerojatnosti kod igrace kocke. Mnogi brojni matematicari i znanstvenici bavili
su se teorijskim pristupom igrama na sreéu tijekom 19. i 20. stoljeca. Danas, ¢esto i
veoma kompleksne i zahtijevne izratune mogucnosti dobitka, uporabom kombinatorike,
obavljaju racunala.
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RAZLIKUJU SE DVA OSNOVNA MODALITETA VJEROJATNOSTI:

a) A PRIORI: procjena se donosi prije izvodenja pokusa, a izvodi se na osnovi opéega
temeljitiiega poznavanja uvjeta pod kojim ¢e se pokus odvijati. Kod toga modal-=
vjerojatnosti unaprijed je poznat broj pokusnih elemenata, broj moguéih ishoda te broj po-
linih ishoda. Vijerojatnost se izratunava iz odnosa P(A)= a / n: vjerojatnost dogadaja ~ -
odnos broja za njega povoljnih a i broja podjednako moguéih dogadaja n.

Vijerojatnost nekoga dogadaja moguée je definirati i kao broj koji svojom veli¢inom ,m ="
priliku - (ne)pojavijivanja doti¢noga dogadaja. Vjerojatnost P(A) svakoga dogadajz
zadovoljava sljedetu nejednakost:

0< P(A) <1

Ako niti jedan elementarni dogadaj ne realizira dogadaj A, tada je P(A) = 0 (0%), §to zn=*
da nemogucemu dogadaju pripada vjerojatnost jednaka nuli. U protivnome, kod dogadz -
koji se neminovno moraju dogoditi P(A) = 1 ili 100%.

PRIMJER 9.1. Svako od slova S, E, O, K, |, J zapisano je na jednome od $est listi¢a. List -
su razmjesteni potpuno slucajno.

Promatrani skup moguce je oznaditi kao: S = (S, E, O, K, I, J). Svaki element sadrzan je L
skupu samo jedanput. Kolika je vjerojatnoca da slova na razmjestenim listiéima formira;.
rije¢ OSIJEK?

Broj kombinacija: n = 6! = 6*5*4*3*2*1 = 720 (broj podjednako moguéih) i a = 1 (1 povoljar
sluCaj = trazena rije¢ ,OSIJEK”). Sljedi da je P(A) = 1/720.

PRIMJER 9.2. U kutiji se nalazi 5 bijelih (B), 6 crnih (C) i 4 sive (S) kuglice. Kolika =
vjerojatnost da ¢emo kod jednoga izvlacenja izvuci jednu bijelu ili jednu sivu kuglicu ?

Coo % 000
070 4 - o

P(B)=a/h=5/15=0,33 P(S)=aln =4/15=0,27
(33% slucajeva) (27% slucajeva)

b) A POSTERIORI: procjena se donosi nakon provedenoga pokusa. Potrebito je Cekati na
potpuno nepoznat ishod dogadaja (na primjer, koliko ¢e nastati okruglih, Setvrtastih il
trokutastih plocica nekoga materijala u nekom fiktivnom tehnoloskom procesu) i tada, na
osnovi tih vrijednosti, izracunati vjerojatnost P. U tomu se slucaju skup sastoji od
beskonacnoga broja definiranih elemenata (okrugle, Cetvrtaste ili trokutaste plogice)

Kombinatorika olak8ava utvrdivanje veze izmedu osnovnoga skupa i podskupova. To se
ostvaruje izvjesnim sustavom pomocu kojega se postizu sve moguce raspodjele i grupacije
za podskupove odredenoga broja elemenata.

Glede nacina raspodjele elemenata u podskupovima, kombinatorika se dijeli na
permutacije, kombinacije i varijacije. U svojoj osnovi kombinatorika rabi princip mnozenja ili
multiplikacije. Jedan pokus moze imati n; mogucih ishoda, drugi n, itd. Ukupan broj
mogucih ishoda u k pokusa, promatranih zdruZeno, je ny * ny *...* ni. Tako, na primjer, kod
pokusa s bacanjem jedne kockice postoji n; = 6 mogucih ishoda. Kod drugoga bacanja
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iznova n, = 6 moguéih ishoda i tako nadalje. Ukupan broj moguéih ishoda kod -
topna bacanja, na osnovi principa mnozenja, bio bi:

ni*n,*n;=6*6*6 =216

“=IMJER 9.3. Na putu od ekonomskoga dvorista gazdinstva (A) do proizvodne ploc¢e ili parcele
= postoje tri pristupna puta n, = 3, a od parcele (B) do postrojenja za doradu ratarskih
“roizvoda i skladignih prostora (C) Cetiri pristupna puta n, = 4.

- <upan broj moguéih puteva od mjesta (A) do mjesta (C)je n, *n,=3*4 = 12,

FRIMJER 9.4. Ako netko ima n moguénosti da obavi jedan zadatak, r moguénosti za drugi
z=catak i p mogucnosti da obavi tregi zadatak, tada je ukupni broj mogucih kombinacija
“cavljanja tih triju zadataka nrp.

“=2da postoji n razlicith elemenata, potrebito je odrediti njihove moguce raspodjele jli
cermutacije. Tih n elemenata moguce je poredati u jedan niz na vise nacina. Svaki takav
coredak naziva se permutacija. Permutacije se razlikuju jedino po redosliedu elemenata niza.
=rilikom izra¢unavanja broja permutacija moguce je poéi od pretpostavke da su mjesta u nizu
crazna. Drugim rijegima, broj permutacija jednak je broju moguéih ponavljanja svih n mjesta u
“zu. Prema principu mnoZenja, bilo koji element moZe zauzeti prvo mjesto, drugo mjesto moze
zzuzeti n-1 elemenata, trece mjesto n-2 elemenata i tako nadalje, sve do mjesta koje pripada
cosliednjem nerasporedenom elementu u datom poretku. Broj moguéih raspodjela od n
semenata je n! = n(n-1)(n-2)(n-3)...itd. Navedeni niz tvore brojevi koji ukazuju na koliko se
-azlicitih nacina moZe popuniti pojedino mjesto. Broj permutacija od n mogucih elemenata
moguce je prikazati kao P™ = pf

Tablica 9.1. Faktorijeli Umnvozlak prirodnih brojeva  od 1 do n elemenata
uobiCajeno se oznadava kao n/ i &ita se kao ,en
n n! faktorijela*.
1 Prema konvenciji 0/ = 1. Faktorijeli se naglo povecavaju
1 povecanjem n elemenata skupa.
- 2 PRIMJER 9.5. Potrebito je smijestiti deset konja u za to
3 6 predvidene boksove. Na koliko je nadina to moguce
24 obaviti?
5 120 Prvo grlo moze se smjestiti u bilo koji od deset boksova.
8 720 Drugo grlo moguce je smijestiti u bilo koji od preostalih
7 5.040 devet boksova. Nakon njihovoga smjestaja, trece grlo
_ moguce je smjestiti u jedno od preostalih osam boksova i
4 0520 tako redom do smjestaja posliednjega grla za koje ne
9 362.880 postoji moguénost izbora. Za svih deset grla postoji P'% =
10 3.628.800 10/=10"9*8*7*6*5%4*3*2*1= 3628800
11 39.916.800 kombinacija, odnosno nagina smjestaja.
12 479.001.600 Varijacije su permutacije na osnovi podskupova od r
13 6.227.020.800 elemenata uzetif) istovrerpgno iz.osngvn.c?gg skypa ’c.)d n
elemenata. U opéemu sludaju, broj varijacija je sljededi:
14 87.178.291.200
15 1.307.674.368.000
V" =n(n=1)n- 2)..(n—=r+1
16 20.922.789.888.000 '
17 355.687.428.096.000 Istovremenim mnozenjem i dijelienjem gornjega izraza s (n
18 6.402.373.705.728.000 - r)! dobiva se sljedeca formula;
19 121.645.100.408.832.000 |
) A
20 2.432.902.008.176.640.000 14

rT (n —./f)!
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U izrazu V" gornji indeks (n) oznatava red, a donji indeks r razred varijacije. Ta se formula

rabi u slu¢ajevima kada je izmedu n elemenata potrebito odrediti broj mogucih permutacija
za r tih elemenata. Kod varijacija bez ponavljanja uvijek mora biti # < 7n. U sluCajevima
kada je r = n varijacije prelaze u permutacije od n elemenata.

PRIMJER 9.6. Koliko se razligitih razina od po Cetiri slova moZe napraviti od trideset slova,
ako se pri tome ista slova ne ponavljaju dva ili vie puta u jednome nizu? Nizovi koji sadrze
ista slova, ali s razli¢itim poretkom, smatraju se razli¢itim; na primjer ACDF i FCDA nisu isti.
Rije¢ je o varijacijama tridesetoga reda i Cetvrtoga razreda.

|
yoo - % —30%29%28%27 = 657.720

PRIMJER 9.7. Ako su od deset grla (n =10) iz nekoga razloga Cetiri grla smjestena u prva
Zetiri boksa, na koliko je nagina mogudée rasporediti preostalih Sest grla (r = 6)7?

Na to je pitanje moguce odgovoriti uporabom sljedece formule:

1 ! | * * Q % * E b * 3
nt__ 100 10! _10*9*8*7*6*STAEIFIHT | s gugu gk 6%5=151200
(n—r) _ (10-6)! 4 Ak

Preostalih $est grla moguce je rasporediti na 151200 nacina.

Ista se formula mozZe rabiti i u prethodnome primjeru, gdje niti jedno grlo jo$ nije smjesteno
u boksove. U tom slu€aju n =r = 10.

| i !
nt 100 1006123628800
()l (10-10) 0!

U slugaju formiranja nizova od r elemenata, uz mogu¢nost da se u jednome nizu isti
element pojavi dva ili viSe puta, dobivaju se varijacije n — toga reda i r — toga razreda s
ponavljanjem. Glede ponavljanja, moguce je da je r > n. Prvo mjesto u nizu moguce je
popuniti na n mogucéih nacina. Pri popunjavanju drugoga mjesta postoji iznova n elemenata.
jer se, glede moguénosti ponavljanja za drugo mjesto, rabi i onaj element koji je ve¢ rabljen
za popunjavanje prvoga mjesta. Prema tome, prva dva mjesta u nizu moguce je popuniti na
nn = n? razli¢itih na¢ina. Na sli¢an nagin i svako daljnje mjesto u nizu moguce je popuniti na
n razli¢itih nacina. Varjjacije s ponavijanjem izraCunavaju se na osnovi sljedecega izraza:

7 =
r

PRIMJER 9.8. Skup se sastoji od trideset slova. Koliko se razligitih nizova od po tri slova moze
napraviti, ako su pri tom dopustena i ponavljanja istih slova unutar jednoga niza?

7,59 =30° =27.000
PRIMJER 9.9. Koliki je broj permutacija kod skupa A (0,7,2,3,4,5,6,7,8, 9)?

n!=10! = 3628800
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Vjerojatnost da se iz jednoga pokusaja pogodi unaprijed zadana kombinacija od deset brojeva
P(A)=1/n! = 1/ 3 628 800 = 0,000000275, gotovo je beznacajna.

U slu¢aju da je oCekivani ishod izvlagenja bilo koji unaprijed odredeni pojedinacni broj od 0 do
9, vjerojatnost za svaki broj bila bi P(A) = 1/n = 1/10 = 0.1, odnosno 10%.

Kada se od n razli¢itih elemenata tvore nizovi od r elemenata, bez obzira na njihov poredak
unutar niza, dobivaju se kombinacije n — toga reda i r — toga razreda. Dvije kombinacije razlikuju
se jedino onda kada ne sadrze iste elemente. Vjerojatnost moguc¢ih ishoda poveéava se, a broj
kombinacija izracunava na sljedeci nacin:

I8 (n=r)!r

\
X

n

NAPOMENA: |zraz {
"

J zove se binomni koeficijent i Cita se ,en nad er”.

Ako se u gornjemu izrazu skrati n/ i (n — r)/. dobiva se ne$to prikladnija formula za
izraCunavanje broja kombinacija:

ny nn-0)(n-2)..(n—r=1)

r 1%¥2*3..(r=Dr

Ta je formula prikladnija za izra¢unavanje broja kombinacija na osnovi manjeg broja elemenata
niza, za razliku od gornje formule koju je uputnije rabiti ako su brojevi n i r prilicno veliki.

PRIMJER 9.10. Skup se sastoji od n = 10 razli¢itih elemenata. Na koliko se nacina moze formirati
uzorak od r = 4 elementa? Kada je rije¢ o uzorku, bitan je njegov sadrzaj, a ne raspored
elemenata unutar uzorka. Stoga je svaki uzorak jedna kombinacija.

o [T 10 _ o 10 5
rol4 ) (m=mirl 64l
ili
n) (10 10%9%8*7
|= =— =210
r) |4 1*2*3%4
Tablica 9.2. Binomni koeficijenti
n/r 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 1
3 3 1
4 6 4 1
5 10 10 5 1
6 15 20 15 6 1
b 21 35 35 21 7 1
8 28 56 70 56 28 8 1
9 36 84 126 126 84 36 9 1
10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
11 55 165 330 462 462 330 165 55 11
12 66 220 495 792 924 792 495 220 66
13 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715 286
14 91 364 1001 2002 3003 3432 3003 2002 1001
15 105 455 1365 3003 5005 6435 6435 5005 3003
16 120 560 1820 4368 8008 11440 12870 11440 8008
17 136 680 2380 6188 12376 19448 24310 24310 19448
18 153 816 3060 8568 18564 31824 43758 48620 43758
19 171 969 3876 11628 27132 50388 75582 92378 92378
20 190 1140 4845 15504 38760 77520 125970 167960 184756
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PRIMJER 9.11. Koliki je broj mogucih kombinacija, bez ponavljanja, od r = 2 slova iz skupa
S=(a,b,c,d,e)?

ko o[22 ]t 8 120 4y
r)\2) =mt T 32 62

atosu:

ab, ac, ad, ae, bc, bd, be, cd, ce, de

Shematski, kombinacije je moguce prikazati i tabli¢no, na sljedeéi nacin:

K('”‘aib c|d e

| a  -lab ac|ad ae
b |- - bc|bd| be
c |- - - cdice

d |- - - | de
e - ) - - -

PRIMJER 9.12. Prilikom ispitivanja ispravnosti i u¢inkovitosti rada stroja za pakiranje sjemena,
slu¢ajno je odabrano pedeset paketa. Utvrdeno je Cetrdeset ispravnih i deset neispravnih
paketa. Na koliko je naCina moguce formirati uzorak od pet paketa, ali tako da u njemu
budu tri ispravna i dva loSe zapakirana paketa?

Tri ispravna od ukupno ¢etrdeset ispravnih paketa moguce je uzeti na

(40 ! £39%
K§4°’—[ }_ DL _ABFIFIR o

3) 3713 3*2%]

razli¢itih nacina, a dva loSe zapakirana paketa od ukupno deset na

KOO 10 22:10@245
2) 82 2%

nacina. Uzorak od tri ispravna i dva loSe zapakirana paketa dobiva se spajanjem obje
grupe. Pri tome svaka grupa ispravnih moze doéi sa svakom grupom loSe zapakiranih
paketa. Uzorak od tri ispravna i dva neispravna paketa moguce je formirati na

40\(10
KM g9 = ( ; } [ ) } = 9.880 %45 = 444.600

razli¢itih nadina.

PRIMJER 9.13. Pri isporuci 100 sijaéica, proizvodac daje jamstvo da je medu njima najvise
10% neispravnih (10 sija¢ica). Nakon isporuke ispitano je slu¢ajno odabranih 5 sijac¢ica. Uz
pretpostavku da se u poSilici nalazi 10 neispravnih sijacica, kolika je vjerojatnost da se
medu ispitanim sijacicama nadu 2 neispravne?
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20 prvo, potrebito je izracunati na koliko se nacina moze uzeti uzorak od pet sijacica, =
-otom koliko je nacina da se uzme uzorak u kojemu se nalaze dvije neispravne od pet
= acica (40% sijacica u uzorku)?

Iz posilike od sto sija¢ica, uzorak od njih pet moguce je uzeti na:

100 100!
n= =——=20%33%49%97%*24
5 95! 5!

-azliitih nacina. Dvije neispravne sijacice od ukupno deset moguce je uzeti na
10) . .. . 90 )
’ J razli¢itih nacina, a tri ispravne od ukupno devedeset na [3 nacina. Svaka grupa od
dvije neispravne sijacice moZe do¢i s tri ispravne pa se uzorak u kojemu se nalaze dvije
neispravne i tri ispravne sijacice moze formirati na:

1090 10%9 90*g9*
m = 1079 907B9T8E _ Sugu30%89% 44
203) 2%1 3%2%]

razliCitih nacina. Stoga se trazena vjerojatnost izradunava na sljedeéi nagin:

* Q% 3k ®
p_m_ 5%9%30*89%*44 — 0,07022
n 20%33*49*97%*24

Isti rezultat moguce je dobiti i pomocu logaritama faktorijela na sljiedeéi nagin:

1090
~m _\2)3) 101901 51951

n [100] ~218131871100!

5

Iz Tablice XIV. (vidjeti u Prilogu) i8¢itaju se vrijednosti, posebno za brojnik, a posebno za
nazivnik:

Brojnik Nazivnik
N | logN N log N
101 | 6,5598 | 2! 0,3010
90! | 138,1719 | 8! 4,6055
511 20792 3l 0,7782
95! | 148,0141 | 87! | 132,3238
100! | 157,9700
| 5 2948250 | 3 | 2959785

Logaritmiranjem izraza za vjerojatnost P dobiva se:

log P =294,8250 — 295,9785 = -1,1535

POLJOPRIVREDNI FAKULTET U OSIJEKU



110 Biometrika u poljoprivrec

Antilogaritmiranjem te vrijednosti dobiva se identi¢na vrijednost kao i u prethodnome izradunc
odnosno:

b=0,07022li 7,022%.

Ako se doista dogodi da od pet sludajno odabranih sijacica dvije budu neispravne, $to je
moguce zakljugiti?

vjerojatnost dogadaja (dvije neispravne i tri ispravne sifacice) i ona iznosi 7,022%. To znadi d=
bi vjerojatnost ostvarenja toga dogadaja bila u sedam od sto slu¢ajno uzetih uzoraks
nepromijenjene veli¢ine. Ako se prilikom ispitivanja taj dogadaj stvarno dogodio, opravdana b
bila sumnja da jamstvo proizvodaca nije ispunjeno, odnosno da se u posilici nalazi vise od deset
neispravnih sijaéica.

Na osnovi kontrole ispravnosti rada sija¢ica i slucajno odabranoga uzorka izradunata je

PRIMJER 9.14. Koja je vjerojatnost da se izmedu brojeva od 1 do 12 izvuku brojevi (4, 6)?

Tu se trazi tocan redosljed elemenata i vierojatnost se raduna na sliededi nacin:

SN . ||
T (m=-r)! 10!

ili uz moguce kracenje

F3 ey o1

| | * RIOKQRQ ¥ Tk £k g sk
o _l1at_12¥114 Z S=12%11=132

4
O~ O =+
-3

" (n-r)) 100  1Q*Quge7sgxca

~
J
%

S la}

443 i
Dakle, postoji 132 moguée grune od po dva broja, od kojih je samo jedna (4,6). Vjerojatnost da
Ce se izmedu brojeva od 1 do 12 izvudi grupa (4, 6) je 1/132 = 0,007 (0,7%).

Taj je primjer moguce izraCunati i pomoc¢u principa mnoZenja i zbrajanja. Vjerojatnost da ¢ée se
prvo izvuci broj Cetiri iznosi 1/12. Vjerojatnost da ¢e se od preostalih jedanaest brojeva izvudi
broj Sest je 1/11.

Prema tom, vjerojatnost za oba broja je:

1.1 1

B, 5 =
49712 11 132

Kod izvlacenja brojeva, bez obzira na redoslijed (4,6) ili (6,4), vjerojatnost ishoda bitno se
povecava i izradunava iz sliedeéega odnosa:

o _ n! _ 12! — 66
(n=n)tr!l 102!

odnosno prema ve¢ opisanome principu, kao

1 1 2 1

- + — —

woms4) ~132 "132 132 66
Dakle, tu postoje dvije grupe koje sadrze dva ista broja, ali s razli¢itim redoslijedom; na primjer
(4,6) i (6,4) unutar kombinacije od sto trideset i dvije grupe. Stoga je i opravdana podjela na
1/132 + 1/132.
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Vijerojatnost da ¢e se izmedu brojeva od 1 do 12 izvuéi brojevi (4, 6) ili (6, 4) ili bilo koje druge
dvije, unaprijed odredene grupe, iznosi 2/132, odnosno 1/66 = 0,015 (1,5%).

PRIMJER 9.15. Jedan nagradni kupon ubagen je u kutiju A, u kojoj je prebrojavanjem utvrdeno
ukupno sto kupona. Drugi nagradni kupon ubacen je u kutiju B, s ukupno dvjesto kupona.

Koji nagradni kupon ima vec¢u vjerojatnost dobitka?

P(A)=1/100 = 0,010 (1,0%)
P(B)=1/200 = 0,005 (0,5%)

Vidljivo je da nagradni kupon ubacen u kutiju A ima dva puta vecu priliku da bude izvucen i
osvoji nagradu.

Ako se u nagradnoj igri sudjeluje s ve¢im brojem kupona, vierojatnost dobitka nagrade
poveéava se proporcionalno broju kupona. U slucaju kutije B situacija je sliedeca:

Broj kupona \ Mogu¢nost izvlatenja l Vjerojatnost dobitka | %
2 | 2/200 | 0,010 1,0
3 \ 3/200 | 0,015 |15
4 | a0 0,020 20
5 i 5200 l 0,025 |25
6 6/200 0,030 | 3,0
7] 7)%7"_" 0,035 35|

I 8 | 8/200 j 0,040 4,0

Vidliivo je da se sa svakim kuponom vjerojatnost dobitka povecava za 0,5%, odnosno
proporcionalno povecava (posivljena polja).

PRIMJER 9.16. Ako se iz kutije A, pored prve nagrade, izvlade jo§ druga i treéa nagrada,
vjerojatnosti da se jednim kuponom, kroz sva tri izvladenja, osvoji bilo koja nagrada su sljedece:

| Nagrada | Broj kupona \ M@@wjﬁenja ‘ Vijerojatnost ‘ % |
1 “ 100 ‘ 1/100 ‘ 0,0100 1,00
2. 99 1/ 99 0,0101 | 1,01
3. \ 98 ‘ 1/ 98 ‘ 0,0102 ’ 1,02

Dakle, u svakom sliede¢em izvlatenju $ansa za dobitak se poveéava, uz pretpostavku da
jednom izvu&eni kupon viSe ne sudjeluje u narednim izvlaenjima.

Tablica 9.3. Vjerojatnost dobitka nagrade povecava se pri svakom narednom izvlaenju

Nagrada | Broj ‘ MoglfchSt | Vijerojatnost ‘ %

| | kupona | izvlacenja ‘ | S
20. | 81 ‘ 181 | 00123 | 123
0. T 171 | 00140 ‘ 1,40
40. 61 | 181 | 00163 1,63
50, | 51 | 151 | 00196 | 18
60. 41 s ‘ 0,0243 | 243
70. | 31 1131 0,0322 ‘ 3,22
8. | 21 | 12 | 0046 | 476
9. | 11 | 111 00909 | 9,09
5. | 6 | 16 ‘ 0,1666 16,66
% | 5 | 115 ‘ 0,2000 20,00
97. 4 114 0,2500 25,00
@ | 3 | 1 | 03333 33,33
99. 2 112 0,5000 50,00
100, | 1 | an_ | 10000 1oo,@
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PRIMJER 9.17. Katkada svi kuponi, pa i oni izvugeni u prethodnim kolima, imaju ponovljenu
mogucnost izbora u zavr$nome krugu izvlagenja za tzv. ,glavnu nagradu”.

Vjerojatnost da bilo koji kupon bude izvuen u zavrénome kolu izvlagenja
pretpostavkom da je sudjelovao i u prvome kolu, je sliedeca:

» pod

@oﬁk@ibﬁroj kupona | Kumulacija
1. ] 15000 15000 |
5 ‘ 12000 27000
3. 18000 ‘ 45000
4. ‘ 19800 64800
5. 26000 90800

Dakle, ukupno je u svim kolima sudjelovalo 90 800 kupona. U posebnom, tzv. ,$estome
kolu”, vjerojatnost izvladenja glavne nagrade za bilo koji kupon je:

1/90800 = 0,000011 = 0,0011%

U sluCaju da je u svakome kolu u kutiju ubacen jedan kupon, vjerojatnost dobitka u
zavrsnome kolu bila bi znatno veéa:

5/90800 = 0,000055 = 0,0055%
S po dva ubacena kupona u svakome kolu, vjerojatnost dobitka raste i iznosi:
(5*2) /90800 = 0,00011 = 0,011%
itd.
Dogadaju koji je ucestaliji kao ishod nekoga pokusa ili izvlaenja pripada i veéa vjerojatnost.

PRIMJER 9.18. Kolika je vjerojatnost da se u igri pogdanja brojeva (na primjer ,Loto”) pogodi 6
od 45 brojeva:

n! 451 45%44%43% 4D * 41 * 40

K" = = =
) (n=r)lrl 396! 6!

=8145060

Vjerojatnost je skoro neznatna i iznosi tek 1 : 8,145 milijuna.

Ako se uzima kombinacija 7 od 39 brojeva, vjerojatnost dobitka bila bi sliedeéa:

n! 391  BO™(3Y #3735 35 % 343

KW= _ 27 _
T (n=mlH 327 7!

=15380937

Vjerojatnost dobitka gotovo je dva puta manja nego i u prethodnome slucaju i iznosi tek 1 :
15,381 milijuna.

PRIMJER 9.19. Ako u sportskoj prognozi treba pogoditi rezultate dvanaest utakmica u kojima
su moguci ishodi (0, 1, 2), tada je moguéi broj kombinacija

3*3*3"3*3*3*3%3*3*3*3*3=531441

Vjerojatnost pogadanja dobitne kombinacije je 1 / 531441 = 0,0000019, odnosno priblizno
dva na milijun.
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