VII. STATISTICKI TESTOV1

1. VRSTE POGRESAKA. JAKOST TESTA

Oznac¢imo sa f(x, @) funkciju vjerojatnosti slucajne varijable x. Distribucija
varijable x u potpunosti je odredena ako je zadana funkcija f i vrijednost parametra
© Pretpostavimo sada da za neku varijablu x poznajemo oblik funkcije f, ali da
ne znamo vrijednost parametra ©. Za vrijednost tog parametra @ postavimo
nul-hipotezu:

H, 0 — 0O
i alternativnu hipotezu:

H, 0 — 0,

Odluka koju od hipoteza treba prihvatiti kao istinitu donosi se na osnovi izvjesnog
broja vrijednosti varijable x, drugim rije¢ima, na temelju wuzorka. Pokazat ¢e se
da postoji mogucnost prihvacanja pogre$ne hipoteze i da tome odgovara stanovita
vjerojatnost; to je ujedno i najkarakteristi¢nije obiljezje statistickih odluka u téoriji
testiranja. Pri svakom statistickom testiranju mogudce su iste vrste pogreSaka, ali
oblik funkcije vjerojatnosti tih pogres$aka varira od testa do testa.

Pretpostavimo da je:

Xy X X

slucajni uzorak. Svakom takvom uzorku pridruzimo tocku 7'(x,, ..., x,) n-dimenzio-
nalnog prostora. Citav prostor podijelimo zatim na dva dlsjunktna dijela 4 i B.
Testiranje hipoteze H, prema alternativnoj hipotezi H, provedimo na slijedeci
nacin: ako uzorak dade to¢ku T iz dijela prostora A (kraée ¢emo to oznaditi sa
T € A), prihvatimo hipotezu H, kao istinitu; na protiv, ako se desi T € B, tj. totka
T padne u dio prostora B, odbacimo hipotezu H, i prihvatimo H,. Dio prostora 4
zovemo podrucjem prihvacanja hipoteze H, a dio prostora B kriti¢cnom domenom
ili podru¢jem signifikantnosti (sl. 61).

U mnogo sluc¢ajeva mogude je naéi takvu slucajnu )ednodlmenzmnalnu va-
rijablu r = i(x,, x,, ..., x,) pomocu koje se izvodi testiranje hipoteze H,. Prednost
je toga da podrucje prihvac’ania, a stoga i podrudje signifikantnosti, postaju dijelovi
pravca, a ne dijelovi n-dimenzionalnog prostora.

Pri opisanom nacinu testiranja postoji mogucénost dviju vrsta pogres$aka. Po-
greSka prove vrste sastoji se od prihvacanja hipoteze H, kada je stvarno istinita hi-
poteza H,; vjerojatnost a takve pogreske jeste:

a = P{T e B/H,} (1
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jer nastaje kad tocka T padne u dio B prostora, ali pri istinitosti hipoteze H,. Kosa
crtica i H, iza nje u viti¢astoj zagradi izraza (1) ima ulogu da naglasi da je rije¢ o
vjerojatnosti ako je istina hipoteza H,. Mogli bismo takoder re¢i da pogreska prve
vrste nastaje pri odbacivanju hipoteze H, kada je ona stvarno ispravna (pogresno
odbacivanje H,). |

Pogreska druge vrste nastaje prihvaéanjem hipoteze H, kada je stvarno istinita
hipoteza H, (pogreino prihvacanje H,). Vjerojatnost f takve pogreske pri opisanom
nacinu testiranja jeste:

g —P{TcdH,} @

0&“‘\:‘\2 odbac;y, %

Slika 61

Sve moguénosti u pogledu istinitosti hipoteze H, i pravilnosti zaklju¢ivanja prika-
zane su u slijedeéoj tablici:

Hipoteza H, Istinita Neistinita
. Pogreska 1. Pravilan
Odbacuje se BB zaklju¢ak
Rt Pravilan Pogreska 2.
Prihvada se zakljugak vrste

Osim vjerojatnosti a i # moguéih pogreSaka pri donoSenju odluka, uvodi se
jo§ i pojam jakosti ili modi testa. Pod jakosti testa razumijeva se vjerojatnost odba-
civanja hipoteze Ho kada je ona zaista neispravna (vjerojatnost pravilnog odba-
civanja H,), dakle vjerojatnost:

p = P{T e B|H,} 3)

Bududi da je vjerojatnost da to&ka T padne u dio prostora 4 ili B jednaka I, to je
zbog (2) i (3):
pire—1 “
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odnosno:
g1 4

Razabiremo odatle da je jakost testa p to veca, $to je vjerojatnost pogreske druge
vrste manja.

Vjerojatnost pogreske prve vrste a obi¢no se unaprijed zadaje, u primjenama
redovito se uzima 0,05 ili 0,01, a cijeli prostor nastoji se podijeliti na dijelove A i B
tako da vjerojatnost f# pogreske druge vrste bude po moguénosti §to manja.

Pretpostavimo da smo n-dimenzionalni prostor to¢aka T podijelili na dva na-
¢ina: prvo na 4 i B i pri tom da vrijedi P{T € B/H,} = a, a zatim na 4, i B,i pri
tom da je opet P{T € B,/H,} = a. Test koji se zasniva na prvoj podjeli ima istu
vjerojatnost a pogreske prve vrste kao i test zasnovan na drugoj podjeli. Ako se
desi da prvom testu odgovara manja vjerojatnost f pogreske druge viste za svaku
dopustivu vrijednost parametra @, kazemo da je test s domenama A i B uniformno
jaci od testa s domenama A, i B,. U stvari to znaci da ¢eme pri upotrebi testa s
domenama A i B ¢initi rjede pogresku druge vrste negoli pri upotrebi testa s do-
menama A4, i B,. Ako je test s domenama A4 i B unifermno jaci i od svakog drugog
testa, kaZe se da je on uniformno najjaci. Na Zalost, uniformno najjaci testovi uvijek
ne postoje, naime obi¢no su neki od testova ja¢i nad jednim podrucjem vrijednosti
parametra ©, a drugi opet nad drugim.

Al e . i 1 ¥ o
Primjer 1. Nov¢i¢ X pokazuje grb uz vjerojatnost p = o Nov¢i¢ Y nije uravnoteZen,

. i 2 : 5 S ‘ ) :
pa pokazuje grb uz vjerojatnost p = e Uzmimo jedan novéié i bacimo ga tri puta. Broj grbova

u ta tri bacanja neka je slu¢ajna varijabla ¢ pomoc¢u koje treba odluditi da 1i je bacan nov¢i¢ X ili

nov&i¢ Y. Drugim rijeima, ¢ je slucajna varijabla kojom treba testirati hipotezu H; : p = 5

prema alternativnoj hipotezi H, :p = %
Nasa varijabla ¢ kojom obavljamo testiranje moZe poprimiti vrijednosti 0, 1, 2, 3, a distri-
buirana je po zakonu binomne razdiobe B {n'= 3, p}. Stoga je:

Po=(})ee

Ako je istinita hipoteza H, distribucija varijable ¢ prikazana je ovom tablicom:

1 t ey e
! 1 3 3 1
P e ) s ik

l ® 8 ‘ 8 8 \ 8
| g 1 7

Pretpostavimo sada da je istinita hipoteza H,. U tom sluéaju distribuciju varijable ¢ prikazuje
tablica:

Lt L 1 14
! [
PQ) 1 5 o -
2 27 27 21
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U oba slucaja vjerojatnosti P (z) raunane su po istoj formuli, jedino $to je prvi puta uzeto p = &

a drugi puta opet p = %

Razmotrimo testiranje hipoteze H, ako za podru&je B odbacivanja ove hipoteze uzmemo
jednu jedinu vrijedpost varijable ¢, i to ¢ = 0. U tom slu¢aju podrudje A prihvac¢anja hipoteze
H, sastoji se od vrijednosti ¢ = 1, 2, 3. Ukratko, ako u tri bacanja nov¢i¢a bar jednom padne
grb odluéimo se za izjavu da je bacan nov¢i¢ X. Izratunajmo vjerojatnost pogresaka prve i druge
vrste pri ovakvom izboru domena A i B.

Po definiciji pogreske prve vrste slijedi da je njena vjerojatnost:

1

a = P{te B/H,} = P{t = 0/H,} = o 0,125

§to zapravo znati da bismo u 12,5 % slutajeva izjavili da je bacan novéi¢ Y kada je stvarno bacan
nov¢i¢ X (pogresno bismo odbacili H,). Vjerojatnost pogreike druge vrste jeste prema (2):

B=P{te AH\} = P{t =1, 2, 3[H,}

26

6 12 8
:2_7+ﬁ+2—i_2—i:0’96

Dakle, prema nasemu testu izjavili bismo u 96 %, slutajeva da je bacan nov¢i¢ X, kada je stvarno
bacan nov¢i¢ Y (pogres$no bismo prihvatili hipotezu H,).

Podrudje B odbacivanja hipoteze H, proizvoljno smo odabrali, pa ne moZemo biti sigurni
da je taj test ujedno i najbolji. Da bismo pokazali da postoji i bolji test, uzmimo da domenu B’
odbacivanja hipoteze H, predstavlja vrijednost ¢ = 3; domena A’ prihvacanja hipoteze H; sastoji

se sada od vrijednosti ¢t = 0, 1, 2. Za test s ovim domenama odbacivanja i prihvaéanja hipoteze
H, vjerojatnosti su pogreSaka prve i druge vrste:

a’=P{teB|H} = P{t = 3|Hy} = %.: 0,125

p=P{te A|H} =P{t=0, 1, 2/H,}

1 6 12 19
a0
Buduc¢i da je @ = a’ i § > f’, bolji je test s domenom B’ odbacivanja hipoteze H, nego li test s
domenom B. Ukratko, manja je vjerojatnost pogreske druge vrste ako izjavimo da je bacan nov¢i¢
Y ako je ¢ = 3, negoli ako tqizjavimo kada je ¢t = 0.

Primjer 2. Varijabla ¢ predstavlja proteklo vrijeme izmedu uzastopnih reagiranja Geige-
rova broja¢a u izucavanju kozmi&ke radijacije. Poznato je da funkcija vjerojatnosti varijable ¢
ima oblik:

Jo)y=cety 0 <t < 1
gdje je ¢ parametar koji zavisi o uvjetima pod kojima se vr§i ispitivanje radijacije. Pretpostavimo
da na temelju jednog jedinog mjerenja vremena koje je proteklo izmedu dvaju uzastopnih reagi-
ranja brojata treba testirati hipotezu H, : ¢ = 2 prema alternativnoj hipotezi H, : ¢ = 1. Kolike
su vjerojatnosi pogre$aka prve i druge vrste ako je podrudje A prihvacanja hipoteze H, interval
0;1)?
Funkcija vjerojatnosti slu¢ajne varijable ¢ glasi:
=
ako je istinita hipoteza H,, odnosno:

L) =et
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ako je istinita hipoteza H,;. Buduéi da je podrudje B odbacivanja hipoteze H, interval [1; 4 o),
to je Vjerojatnost pogreske prve vrste:

a=P{teB/H) =P{ <t< oofHp}

fo(t,2)dt = 2 f e dt = 0,135
1

I
——g

odnosno vjerojatnost pogreske druge vrste:

B=P{teA|H,} =P{0 <t < 1/H,}
1

1
- f it Dde = f et de = 0,632
0 0

2. NEYMAN-PEARSONOVA LEMA

Prije no $to se upustimo u proucavanje pojedinih testova, moramo postaviti
jo$ jedno pitanje. Neka je zadana vjerojatnost a pogreske prve vrste; kako odrediti
najbolju kriti¢énu domenu B (time bi ujedno bila odredena i domena A prihva-
¢anja hipoteze H,) u smislu da toj domeni pripada najmanja vjerojatnost § pogreske
druge vrste?

Po pretpostavci su
iy ey X

nezavisne slucajne varijable s istom funkcijom vjerojatnosti f(x, @). Stoga je funkcija
vjerojatnosti njihove zdruZene distribucije:

L(T) = f(x), 0) * f(x5, O) ... [, ©)
Uvedemo li znak IT kao oznaku za produkt, moZemo krade pisati:

1) =11 f(z, ©)
740 -6, i
L4T) =1 £+ 00
Ako je @ = 6,, onda je:
, £(D) =11 ftxs 6

Stoga je vjerojatnost o pogreSke prve vrste:

a— P{TeB/H} = f L(T)dx )
B
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