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1 DESKRIPTIVNA STATISTIKA

Prilikom opazanja ili eksperimentiranja, paznja istrazivaca redovito je us-
mjerena na jednu ili vise velicina. Ako se promatra samo jedna veli¢ina,
oznac¢imo ju s X, onda je rezultat jednog mjerenja jedan realan broj x.
Visestrukim ponavljanjem mjerenja velicine X dobiva se konacni niz brojeva
X1, T, ..., T, kao rezultat n ponovljenih mjerenja koji nazivamo realizacija
od X. Velicina X obic¢no se naziva statisticko obiljezje, a dobiveni niz bro-
jeva x1,xs,...,x, statisticki podaci o promatranom statistickom obiljezju
X.

1.1 Graficki prikaz podataka

Primjer 1 Neka X oznacava broj dobiven bacanjem igrace kocke. Kocku smo
bacali 20 puta i dobiveni su sljedeci podaci: 1,3,1,6,2,6,4,6,3,3,4,3,1,4,4,1,4,5,3,5.

e statisticko obiljezje X = "broj na kocki”
e ImX ={1,2,3,4,5,6} = skup svih vrijednosti koje X moze poprimiti

e u nasem primjeru, ImX je diskretan, tj. konacan skup, pa kazemo da

je X diskretno obiljezje
e obiljezje moze biti numericko ili nenumericko

e nenumericko obiljezje nazivamo i kategorija; npr. spol, boja i sli¢no;
mozemo mu pridijeliti neku numericku vrijednost, ali tada nema smisla

racunati npr. aritmeticku sredinu podatakal

e svakom elementu a; € ImX mozemo pridruziti broj f; = frekvencija

(ucestalost) pojavljivanja elementa a; u nizu podataka

e broj f., = é : relativna frekvencija od q;
n

(n je broj ponavljanja pokusa, u ovom primjeru n = 20)
Prikazimo podatke u TABLICI FREKVENCIJA
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GRAFICKI PRIKAZ PODATAKA POMOCU STUPCASTOG DIJA-
GRAMA (BAR - CHART)
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Stupcasti dijagram moze se crtati i tako da ukupna povrsina stupica bude

jednaka 1, sto je bolje zbog usporedbe, npr. za razlicite n:

0. 25
0.2
0.15
0.1

0.05




Primjer 2 U uzorku od 144 ribe ulovljene u Brackom kanalu, bilo je 36
lokardi, 12 zubataca @ 96 srdela.

vrsta ribe | frekvencija | relativna frekvencija
lokarde 36 25 =10.25 25%
zubaci 12 42 =0.083 8.3%
srdele 96 28 = 0.667 66.7%
) 144 1.00 100%

HORIZONTALNI STUPCASTI DIJAGRAM

lokarde 0.25
zubaci ]).083
srdele +.667
0.2 0.4 0.6 0.8 1

STRUKTURNI KRUG (PIE CHART)
-ako imamo relativno malo razli¢itih vrijednosti koje statisticko obiljezje

moze poprimiti

25 % lokarde
agi




Primjer 3 Nacrtajmo histogram za podatke iz Primjera 1.

e svaka 2 susjedna stupic¢a se dodiruju i svaki ima teziste u vrijednosti

visina f; ili f;,

e povrsina svakog stupic¢a jednaka je relativnoj frekvenciji pa je povrsina

ispod cijelog grafa jednaka je 1

e nema smisla za nenumericke vrijednosti

Primjer 4 Mjerena je visina (u metrima) 30 20-ogodisnjaka. Dobiveni su
podaci: 1.85, 1.88, 1.78, 1.72, 1.80, 1.72, 1.75, 1.72, 1.79, 1.82, 1.69, 1.76,

1.60, 1.78, 1.76, 1.7/, 1.70, 1.86, 1.72, 1.75, 1.69, 1.79, 1.83, 1.79, 1.65,
1.76, 1.59, 1.68, 1.7/, 1.86.

e statisticko obiljezje X = visina = neprekidno statisticko obiljezje (poprima

vrijednosti iz nekog intervala)
e podatke najprije moramo svrstati u razrede:

1. odredimo Z,im 1 Tymaz © Tmin = 1.59, Tpee = 1.88
2. izaberemo adekvatan broj razreda (okvirno: /n) =k =6

3. odredimo zajednicku Sirinu razreda:

Tmaz — Tmin _ 1.88 —1.59
k B 6

(uvijek zaokruzujemo na vise!)

= 0.0483 = ¢=0.05
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4. odredimo razrede (tj. lijevi prag razreda): I, ...

pritom I, U I, U ... U I, mora obuhvacati sve podatke

I; = [ai,b ai,2]7

i = [ai-i-l,b a¢+1,2]

Q2 = (41,1

RAZREDL | £ | fo = fi/n | fu/ec
I = [1.585,1.635] | 2 | 0.067 | 1.34
I,=[1.635,1.685] | 2 | 0.067 | 1.34
I;=1[1.685,1.735] | 7 | 0.233 | 4.66
Iy =[1.735,1.785] | 9 0.3 6
I = [1.785,1.835] | 6 0.2 4
Ig=1[1.835,1.885] | 4 | 0.133 | 2.66

)y 30 1 20

Nacrtajmo histogram za ove podatke. Sirina stupié¢a vise nije proizvoljna
(sada je jednaka Sirini razreda, tj. ¢=0.05), pa da bi suma povrsina svih
pravokutnika (odnosno povrsina ispod grafa) bila jednaka 1, na ordinatu

ucrtavamo f% a ne f,,. Naime, 20 -c¢=20-0.05 = 1.

6
5
4
3
2

1

1.635 1.685 1.735 1.785 1.835 1.885




STEM AND LEAF DIJAGRAM stem | leaf
1.5 (9
1.6, |0
stem | leaf 1.6* | 5899
1.5 19 1.7, | 2224024
1.6 {90958 1.7% | 8596865996
1.7 | 82252968640259964 1.8, | 023
1.8 | 5802636 1.8 | 5866

1.2 Srednje vrijednosti uzorka
1.2.1 Aritmeticka sredina uzorka

Aritmeticka sredina uzorka je broj
_ 1
T = ﬁ(x1+x2+...+xn).

Ako je ImX = {ay,aq,...,ax} i pritom se a; u uzroku ponavlja f; puta, tada

1 k k
i=1 i=1

- ima smisla samo za numericke podatke

Primjer 5 [zracunajte T za podatke iz Primjera 4.

Rjesenje:
1
T = %(1.59 +1.60+1.654+1.68+2-1.69+4-1.72+1.70+2-1.74+2-1.75
+3-1.76+2-1.78+3-1.794+ 1.80 + 1.82 + 1.83 + 1.85 + 2 - 1.86 + 1.88)
52.57
=——~=~ 175
30



1.2.2 Medijan uzorka
e uredimo podatke (sortiramo ih po velicini): x) < z@) < ... <y

e ima smisla samo za numericke podatke

Medijan uzorka je broj za koji vrijedi da je 50% svih podataka manje od
ili jednako njemu i 50% svih podataka veée od ili jednako njemu.
Ako je broj podataka neparan, tj n = 2k — 1, k € N, tada je m = z,.

Za paran n (n = 2k), vrijedi

T(k) + T(k+1)

Opcenito, m = T(nil). Vrijedi
T(2) = T(k+2)
,
e =2+ (@wrn) — )

Primjer 6 Nadite medijan uzorka za podatke iz Primjera 1.

Rjesenje:  Sortiramo podatke po veli¢ini:

n=20=2-10
Tao) tray  3+4
_ — —35
2 2

1.2.3 Uzoracki mod

Mod je ona vrijednost statistickog obiljezja koja se u uzorku javlja s na-

jve¢om frekvencijom.

e koristan kod statistickih obiljezja koja nisu numericka, pa nema arit-

meticke sredine
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e BIMODALNI UZORAK: uzorak u kojem postoje 2 vrijednosti s jed-

nakom frekvencijom
e UNIMODALNI UZORAK: uzorak u kojem postoji samo jedan mod

e Ako svi podaci imaju istu frekvenciju pojavljivanja u uzorku, tada uzo-

rak nema mod.
Primjer 7 Nadite mod za podatke iz Primjera 1 1 4.
Rjesenje:
e u Primjeru 1: mod = 3 & mod=4 = bimodalan uzorak

e u Primjeru 4: mod = 1.72

1.3 Mjere disperzije ili varijabiliteta
1.3.1 Raspon uzorka

Neka je z(1) < x9) < ... < x(,) uredeni niz podataka. Broj
d =@ — )

naziva se raspon uzorka.

Primjer 8 Odredite raspon uzorka i1z Primjera 4.

Rjesenje:
d=1.88 —1.59=0.29
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1.3.2 Interkvartil

Donji kvartil ¢; je ona vrijednost uzroka za koju vrijedi da je 25% svih
podataka manje ili jednako od nje i 75% svih podataka vece ili jednako od
nje.

qr = T(nt1)
Gornji kvartil ¢y je ona vrijednost uzroka za koju vrijedi da je 75% svih
podataka manje ili jednako od nje i 25% svih podataka veée ili jednako od
nje.

qu = .I'(S(nz»l))

Interkvartil: d, = quv — q1,

Primjer 9 Odredite interkvartil za podatke iz Primjera 4.

Rjesenge:
o= Ty = T = 2w = 20+ (e~ om)
3
= 170+ 2 (172~ 1.70) = 1715 ~ 1.72
1
U = TEmin) = T(8) = Tozpl) = T(23) + 1 (x(24) - $(23))

1
= 179+ 7 (1.80 — 1.79) = 1.7925 ~ 1.79
d, = qu—qy=179—1.72=0.07

O
Uredenu petorku (x(1), gz, m, qu, (»)) zovemo karakteristi¢na petorka
uzorka. Pomoc¢u nje crtamo tzv. ”box and whisker” dijagram, odnosno

dijagram pravokutnika.
Primjer 10 Nacrtajte box and whisker dijagram za podatke iz Primjera 4.

ray =159, ¢ = 1.72, m = 1.75, qu = 1.79, x(30) = 1.88, d, = 0.07
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1.6 1.65 1.7 1.75 1.8 1.85

Zadatak 1 U tablici su dane tezine 100 studenata PBF-a. Nacrtajte his-

togram, nadite aritmeticku sredinu, medijan te interkvartil ovog uzorka.

tezina (kg) | broj studenata | sredina razreda | f,, | fr./c

60 — 62 ) 61 0.05 | 0.017

63 — 65 18 64 0.18 | 0.06

66 — 68 42 67 0.42] 0.14

69 — 71 27 70 0.27] 0.09

72— T4 8 73 0.08 | 0.027

X 100 1 10.334

Rjesenje:

62.5 65.5 68.5 71.5 74.5

13



Aritmeticka sredina:
1

100(61'5+64-18+67~42+7O~27+73'8):67.45

T =

Medijan: U prva 2 razreda upada 5+18=23 podataka, a u prva 3 razreda
5+18+42=65 podataka, Sto znaci da se medijan nalazi negdje unutar 3.razreda,
tj. 65.5 < m < 68.5. Medijan dobivamo interpolacijom:

27 27
p— . —_— . _— . pu— . —_— p— ‘4
m =655+ 2 (68.5 — 65.5) = 65.5 + o -3 = 67.43

Vrijednost medijana moze se ocitati i sa histograma - medijan je apscisa koja
odgovara liniji koja dijeli histogram na 2 dijela jednake povrsine.

Interkvartil: Najprije moramo odrediti donji i gornji kvartil. Postupak je
slican kao kod odredivanja medijana - donji kvartil nalazi se negdje unutar
3.razreda tj. 65.5 < qr, < 68.5, dok se gornji kvartil nalazi unutar 4.razreda
(bududi prva 3 razreda sadrze 65, a prva 4: 5+18+42+27=92 podatka), tj.
68.5 < gy < 71.5. Imamo:

p p
— 65.5 + —(68.5 — 65.5) = 65.5 + — -3 = 65.64
4 = 65.5 + 5 (68.5 — 65.5) = 65.5 + - - 3 = 65.643

10 10
qy = 68.5+ 5= (715 — 68.5) = 68.5 + - - 3 = 69.61
dy = qu — qu = 69.61 — 65.643 = 3.967

O
Definirajmo jos i koeficijent kvartilne varijacije:
d
Vg = d
qr. + qu

-koristan kada varijabilitet Zelimo izraziti pomoéu RELATIVNE velic¢ine

(neovisne o mjernim jedinicama)

1.3.3 Uzoracka varijanca i uzoracka standardna devijacija

Uzoracka varijanca:




Uzoracka standardna devijacija:

S:—i—\/?

Vrijedi:

* - n_1§ ey Yot ane )

=1

= <Zx —QxZa,y%—Zx): <ix?—2ni2+n§:2)

= m— (;xf—nf2)

Ako se u uzroku x1, s, . . . , T, vrijednosti ay, as, . . ., a; pojavljuju s frekven-

cijom f1, fa,..., fr, onda vrijedi:

zk: a; — 1)* n_1<2fla—n$)

2

Primjer 11 Izracunajte uzoracku varijancu s* i uzoracku standardnu devi-

jaciju s za podatke iz Primgjera 4.

Rjesenje:

1 1
2 2 =2 _ 2 2 2 2 2
= <Z_:fa —n:c> = [(1.59% + 1.60% + 1.65% + 1.68% + 2 - 1.69
1702 +4-1.722 +2-1.74* +2- 1.75° + 3 - 1.76° + 2 - 1.78* + 3 - 1.79°
1.80% + 1.82% 4 1.83% + 1.85° + 2 - 1.86> 4 1.88%) — 30 - 1.75%] ~ 0.0051

s = +Vs2=0.071

-+

1.4 Mjere lokacije
Medijan, te gornji i donji kvartil spadaju u mjere lokacije. Tu su jos i:
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e DECILI: k-ti uzoracki decil je broj
Dk:x<M), k= 1,2,...,9
10
(k/10 podataka je manje ili jednako njemu)
¢ PERCENTILI: k-ti uzoracki percentil je broj

Pk = Jﬁ(k(nﬂ)), k= 1,2,...,99

100

(k% podataka je manje ili jednako njemu)

e decili su specijalni slucaj percentila: Dy = Py, Dy = Psg, ..., Dg = Py

Zadatak 2 Izmjeren je kapacitet na 485 istovrsnih kondenzatora. Rezultati
mjerenja su dani sljedecom tablicom frekvencija (podaci su u pF zaokruzeni

na dvije decimale)

i razred Ji a | d; | fidi | fid? | S, F;

111958 —-19.62| 3 |19.60| -6 | —18 | 108 | 0.006 | 0.006
2 119.63—19.67| 5 |19.65|—5|—25| 125 | 0.010 | 0.016
3 119.68—-19.72| 5 ||19.70| —4| —20| 80 |0.010|0.026
4 119.73—-19.77 | 20 | 19.75| =3 | —60 | 180 | 0.041 | 0.067
5 119.78 —19.82 | 35 || 19.80 | —2 | =70 | 140 | 0.072 | 0.139
6 [19.83—19.87| 74 || 1985 | —1|—-74| 74 |0.153|0.292
7 11988 —19.92| 9211990 0 0 0 10.190|0.482
8 119.93—-19.97| 83 [|19.95| 1 83 83 |0.171 ] 0.653
9 [19.98 —20.02| 70 || 20.00 | 2 | 140 | 280 |0.144 | 0.797
10 | 20.03 — 20.07 | 54 || 20.05| 3 | 162 | 486 | 0.111 | 0.908
111 20.08 —20.12 | 27 || 20.10| 4 | 108 | 432 | 0.056 | 0.964
12 120.13 —20.17| 12 || 20.15] 5 | 60 | 300 |0.025| 0.989
13120.18 —20.22 | 2 |20.20| 6 12 72 10.004 | 0.993
141 20.23 —20.27 | 3 || 20.25| 7 21 147 1 0.006 | 0.999

b 485 319 | 2507
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(1) Nacrtajte histogram. (DZ)
(2) Kako bi procijenili aritmeticku sredinu i varijancu uzroka?
(3) Kako bi procijenili medijan te gornji i dongi kvartil?
Rjesenge:
14
nZZfi=f1+...+f14=485
i=1

Buduéi je n = 485 vrlo velik broj, ﬁ u formuli za s? priblizno je jednak %

Dovoljno je, dakle, uzeti:

:_z:fZ ;. — )% gdje je :E——Zfz a;

Nadalje, Sirina razreda je ¢ = 0.05. Definirajmo:

a; — g

diZ: {:}@i:d0+0'di,

c
gdje je ag referentna vrijednost aritmetickog niza a, ..., ax. Za ag se obi¢no
uzima vrijednost s najve¢om frekvencijom. Dakle, ag je mod (ili jedan od).

U ovom zadatku ag = 19.90. Imamo:

k
_ 1 _
xr = ﬁ;lfi'ai:_E fza0+c d ﬁ(aog fz+c§ fz z)
_ - . |
= ao+c-d, gdjeje d:ﬁ;ﬂ fi-di,
1< 1< .
s = EZA :fi'(ai—fy:ﬁz fi- (o +c-di—ag—c-d)’

k
— %Zﬁ--(c(di—d Zfl (d; — d)? = [%;fidf—ap]

Iz podataka dobivamo da je

- 319
d= 185 0.658 = 7 =19.90+0.05-0.658 = 19.93 prF

1
s? = 0.05° (485 2507 — 0. 6582) =0.012 = s=0.11pF
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Kod odredivanja medijana, te donjeg i gornjeg kvartila pomoci ¢e nam

graf kumulativnih relativnih frekvencija koji je prikazan na donjoj slici.

s

./"/

19.575 19.625 19.675 19.725 19.775 19.825 19.875 19.925 19.975 20.025 20.075 20.125 20.175 20.225 20.275

Za kumulativne relativne frekvencije Fj vrijedi:

J
'Fj:Zfru j:1a7k
i=1

Medijan m je x-koordinata tocke (m,0.5) na grafu kumulativnih rela-
tivnih frekvencija. Ta tocka lezi na pravcu odredenom tockama (ar, Fr) =
(19.925,0.482) i (as, Fs) = (19.975,0.653) pa medijan mozemo izracunati
linearnom interpolacijom:

1 Fs— F
oo L8 7

5_ 7 ag—a7<m_a7)
1 0.653 — 0.482

Slicno se mogu izra¢unati donji qr i gornji kvartil ¢y. Njima su na grafu
pridruzene, redom, tocke (¢r,0.25) i (qy,0.75):

1 Fs — F:
——F5: 6 5
4 Qg — A5

(qr —as) & qr =19.86 uF

18



_ By - F

Qg — ag

3
1 Fy (qu —ag) & qu =20.01 uF

1.5 Mjere oblika

Slicno kao sto se definira uzoracka varijanca, moze se definirati uzoracki

k-ti centralni moment, k£ € N:

n

1
Mkzn_lz(l‘z‘—i‘)k

=1

Specijalno,
1 - 1 - nx nx nx
= i T) = P = — = O
t n—lig;(x x) n—lnzzgw n—1 n—1 n-1
Mo = s?

Primjer 12 Promatrajmo uzorak: 1,2,4,5. Srednja vrijednost tog uzorka je
T=3(1+2+4+5)=3.
S druge strane, 3.centalnt moment tog uzorka je

Mg:%((1—3)3+(2—3)3+(4—3)3+(5—3)3):0

Odavde moZemo zakljuciti da kada je uzorak simetrican s obzirom na arit-

meticku sredinu, 3.centalni moment pus = 0.
Koeficijent asimetrije uzorka (skewness) definiran je s:

3 1 " -2\ 1 b a; —1\°
a3:§:n—1z( s ):n—liz_;fi'< s )

i=1

Vrijedi:
(i) a3 =0 = uzorak je SIMETRICAN
(ii) a3 >0 = uzorak je POZITIVNO ASIMETRICAN

(iii) a3 <0 = uzorak je NEGATIVNO ASIMETRICAN
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1.6 Linearna regresija

Imamo n parova podataka (z;,4;), i = 1,...,n. Zelimo odrediti vezu izmedu
nezavisne varijable x (nju mozemo kontrolirati) i zavisne varijable y. Pret-
postavimo da je veza linearna, tj. da je graf pripadajuce funkcije pravac

y = ax + (. Zelimo odrediti procjenitelj za taj pravac oblika

y=axr+p
Procjenitelji su:
Sy .
d = _an ﬁ =Yy —ar,
s

pri cemu:

1 B . 1 = -
Sy = 2 D (@~ Dy~ ) = — (Zy —m-y>

i=1
Zadatak 3 U tablici su dani podaci o broju emitiranih reklama tijekom mjesec
dana za neki proizvod i ostvarenoj zaradi na tom proizvodu. Procijenite

pravac regresije za ove podatke.
broj reklama 16 59 65 43 82 90 31 22

promet (u tisuéama kuna) || 18 63 28 71 85 98 20 25

Rjesenje:

3
I

Kl

Il
ool — o
-

1
xi:§(16—|—59+65+43+82+90—|—31—|—22):51

i=1

1
yi:§(18+63—|—28+71+85+98+20+25):51

<
I
ool
M-

=1

8
D a} =16+ 59” 4 65% + 437 + 82° + 90” + 317 4 22” = 26080

=1
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(26080 — 8 - 51%) = 753.143

~| =

1 n
2 2 -2
:>8x_n 1<E xi—nx>—

8
D wiyi =16 18+ 5963 46528 +43 - 71 + 8285+ 90 - 98 + 31 - 20 4 22 - 25 = 25838
i=1

1 u B 1
= Soy = — (Z_; Ty — nxy) = - (25838 — 851 51) = T18.571

4 Say _ TIS5TL
52 753.143
— (=7 af =51 —0.954- 51 = 2.346

— y=0.954- 2+ 2.346

=0.954

(PEARSONOV) KOEFICIJENT KORELACIJE

IR i—T Yi—y z
r= Z(x -2 y)= o 1<r<
n—1 Sz s Sz Sy

i=1 Y

1. r =0 nema korelacije

2. r > 0 pozitivna korelacija (ako x raste, i y u pravilu raste)

3. 7 < 0 negativna korelacija (ako x raste, y u pravilu pada)
Primjer 13 Nadite koeficijent korelacije za podatke 1z Zadatka 3.
Rjesenje:

Say = T18.571
s2 =753.143 = s, = 27.4435

1 o ) 1
33 = -1 (Z yi — ny2> = - (27972 — 8 - 512) =102343 = s, =31.9911
i=1
Sy 718.571
== r= = = (.818467
" s, 27.4435-31.9911
Sto je razmjerno visoka korelacija. O
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2 Sluc¢ajni uzorak i osnovne razdiobe

2.1 Slucajni uzorak

Neka je X statisticko obiljezje koje izucavamo. Cilj statisticke analize je
da se na osnovi uzorka iz populacije izvedu odredeni zakljucci o distribuciji
obiljezja X.

Recimo da zelimo raditi ispitivanje o zecevima (npr.duljini njihovih usiju)
u nekoj sumi. Populacija iz koje izabiremo uzorak su svi zecevi koji zive u toj
Sumi. Uzorak zeCeva biramo na slucajan nacin. Dvije su razli¢ite mogucnosti
da to uc¢inimo: nakon sto ulovimo zeca i izmjerimo mu duzinu usiju, mozemo
ga pustiti i tako omoguéiti da ga jos (bar) jednom ulovimo te da on ude u
uzorak (bar) dva puta. Druga mogué¢nost je da ga zadrzimo dok ne izaberemo
cijeli uzorak kako taj isti zec ne bi usao u uzorak vise od jednog puta.

Slucajni uzorak kojeg uzimamo tako da svaki ¢lan populacije moze uéi u
uzorak vise od jednog puta zovemo jednostavni slu¢ajni uzorak s pon-
avljanjem (slucaj kada ze¢eve pustamo natrag u Sumu), a ukoliko svaki ¢lan
populacije moze uéi u uzorak totno jednom tada se radi o jednostavnom
sluéajnom uzorku bez ponavljanja (slucaj kada zeceve ne pustamo prije
nego izaberemo ostatak uzorka).

Bitna razlika izmedu ove dvije vrste biranja uzroka je u tome sto je u
jednom slucaju populacija kona¢na a u drugom beskonacna. Naime, ako uz-
imamo uzorak s vracanjem, tada mozemo uzeti uzorak proizvoljne veli¢ine,
vece cak i od ukupnog broja ¢lanova same populacije. To je dakako u slucaju
uzimanja uzorka bez vrac¢anja, nemoguce. S druge strane, ¢esto se proma-
traju konacne populacije koje su dovoljno velike da ih s aspekta statisticke

analize mozemo smatrati beskona¢nim.

ZADAVANJE I RACUNANJE VJEROJATNOSTI

Primjer 14 Bacamo simetricnu kocku. Kolika je vjerojatnost da je pao

paran broj?
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Rjesenje:  Oznacimo s () skup svih elementarnih dogadaja, tj. skup svih
mogudih ishoda pokusa kojeg radimo. || je kardinalni broj skupa € (ukupan

broj njegovih ¢lanova). Tada je:
Q=1{1,2,3,4,5,6}, |Q =6

Oznac¢imo s A dogadaj ¢iju vjerojatnost ra¢unamo. Prebrojimo koliko ele-
mentarnih dogadaja je ”povoljno” za dogadaj A. Dakle, zanimaju nas oni

elementarni dogadaju, tj. ishodi, koji kad se dogode dogodi se i A. Imamo:
A = {na kocki je pao paran broj} = {2,4,6}, |A|=3

Vjerojatnost dogadaja A ra¢unamo kao kvocijent odgovarajuc¢ih kardinalnih
brojeva:
Al

= P(A) = (o= 5 =

1
2] 2

Primjer 15 Bacamo 2 simetricne kocke. Kolika je vjerojatnost da zbroj na
te 2 kocke bude jednak 77

Rjesenje:  Primjer se rjesava slicno kao prethodni - potrebno je odrediti
i prebrojati skup €2, te vidjeti koliko od njegovih elemenata je povoljno za

dogadaj A (koji je u ovom slucaju dogadaj da je zbroj na 2 kocke jednak 7).

Q={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),(2,2), (2,3),...,(6,6)}
—{(i,j):1<i,j <6}, |Q=6-6=236

A = {zbroj na 2 kocke je jednak 7}
={(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)},  [A] =6

| Al 6 1
== P(A)= — = — = —
(4) 2] 36 6

O

Laplaceov model vjerojatnosti: Neka je Q = {wy, ..., wy}, m € N,

Pretpostavimo da su svi elementarni dogadaji jednako vjerojatni. Tada
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je P(w;) = % pa je vjerojatnost dogadaja A, A C Q, jednaka:

P(A) = ZP(%):Z%:%Z1

w; €A w€EA w€EA
|A] _ |A] _ broj povoljnih elementarnih dogadaja

m |  ukupan broj elementarnih dogadaja

Primjer 16 U kutiji se nalazi 20 macica od kojih je 12 tigrastih i 8 crno-
bijelih. Kolika je vierojatnost da od 5 odabranih (na sluéajan nacin izvucenih)
macica budu tocno 3 tigrasta i 2 crno-bijela ako

a) macice ne vracamo

b) macice vraéamo?

Rjesenje:
a) Pretpostavimo prvo da maci¢e ne vracamo. Dogadaj ¢iju vjerojatnost

zelimo izracunati je
A = {izvukli smo 3 tigrasta i 2 crno-bijela macic¢a}.

Broj nacina na koji od 20 maci¢a mozemo izabrati njih 5, a da nam pritom

nije vazno koliko je izvuceno tigrastih a koliko crno-cijelih, je (250). Zapravo,

imamo |Q| = (250).

Broj nac¢ina na koji od ukupno 12 tigrastih maci¢a mozemo izabrati njih

3 je (132). Analogno, broj nac¢ina na koji od ukupno 8 crno-bijelih macic¢a

.« . . . 8 . . . . .
mozemo izabrati 2 je (2) Ako istovremeno izvuc¢emo 3 tigrasta i 2 crno-

bijela macic¢a, dogodit ¢e se dogadaj A. Imamo: |A| = (132) . (g)

Vjerojatnost dogadaja A je:

(5) () _ o za _ 255 5
= (20) =m0 = wiodsiras — 0-39732
5 51-15! 5:4-3-2

b) Pretpostavimo sada da maci¢e vracamo. Bitna razlika u odnosu na
prethodni slucaj je sto je sada wjerojatnost da izvucemo tigrastog macica u
svakom izvlacenju ista jer maci¢e vracamo pa svaki put izvlacimo iz istog

skupa. U prethodnom slucaju, vjerojatnost da izvucemo tigrastog macica se
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smanjuje iz izvlacenja u izvlacenje bududi u kutiji svaki put (kad izvu¢emo
tigrastog macic¢a) ostaje sve manje tigrastih macica.
Vjerojatnost da (u jednom izvlacenju) izvuéemo jednog tigrastog maci¢a
(ozna¢imo taj dogadaj s B) je:
21203
P(B):%:%ZEZO.G
Dogadaj da je izvucen crno-bijeli maci¢ (oznacimo taj dogadaj s C) je
suprotan ili komplementaran dogadaju B - medusobno se iskljucuju a za-
jedno pokrivaju sve moguénosti koje se mogu dogoditi (tj. B U C je siguran
dogadaj). Zbroj vjerojatnosti suprotnih dogadaja jednak je 1. Odatle lako

izracunamo vjerojatnost od C":

3 2
P(C):P(Bc)zl—P(B)zl—g:5:0.4
Naravno, P(C) mozemo izrac¢unati i direktno, slicno kao $to smo izracunali

P(B):

o8 2
P(C’):%:%:gzo.él

Ostalo je izracunati P(A). Kako maci¢e vra¢amo, postoji uredaj pri
njihovom izlacenju - zna se koji (i kakav) je bio prvi, koji drugi, koji tre¢i
itd. Tu nam se otvara moguénost izbora: koji po redu je bio svaki od 3
izvucena tigrasta macica? Prvi, tred¢i i peti? Drugi, cetvrti i peti? Drugi,
tre¢i i cetvrti? Sve su to naime razlic¢iti elementarni dogadaji. Dakle, od 5
mjesta (u poretku izvlacenja) moramo izabrati 3 na kojima su bili tigrasti
maciéi (na preostala 2 su onda crno-bijeli maci¢i). To mozemo uciniti na
(g) nacina. Vjerojatnost da u jednom izvla¢enju bude izvucen tigrasti macic¢
je, kao sto znamo, % Sljedece izvlacenje je nezavisno od prethodnog, pa je
vjerojatnost sa smo izvukli 2 tigrasta macica jednaka % . % = (g)z i analogno,
vjerojatnost da smo ih izvukli 3 je (%)3 U preostala 2 izvlacenja morao se
dogoditi suprotan dogadaj, odnosno morao je biti izvucen crno-bijeli macic,

2

vjerojatnost cega je (5)2. Uzmemo li sve do sad receno u obzir dobivamo:

= () () () -
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Zadatak smo mogli rijesiti i tako da razmatramo izvlacenje crno-bijelih
macic¢a, odnosno da biramo mjesta na koja su dosla 2 izvucena crno-bijela,
Sto je moguce uciniti na (g) nacina. Sada bi komplementaran dogadaj bio

izvlacenje tigrastog macica i tako bi dobili:

5\ /2\? /3)\°
P(A) = - -
2)\5 5
Sto zbog simetrije binomnih koeficijenata oc¢ito daje isti rezultat kao gore. O

Napomena 1 Opcéenito, kad imamo N predmeta od kojih je M jedne vrste,
a N — M druge, vjerojatnost da - bez vracanja - izvucemo tocno k predmeta
prve vrste ako izvlacimo ukupno n predmeta (dakle, n — k predmeta druge

vrste) je:
max (0,n — (N — M)) <k <min(M,n) (1)

Mora vrijediti k < min (M,n) jer niti moZemo izvuci viSe predmeta prve
vrste nego $to ih ukupno izvlacimo (zato k < n) niti moZemo izvuci vise
predmeta prve vrste nego Sto ih ukupno uopée ima (zato k < M ). Uvjet
kE>n—(N—-M) < n—k<N-—M osigurava pak da ne izvlac¢imo predmeta
druge vrste (n — k) vise nego Sto ih ukupno ima (N — M ).

Napomena 2 Ako je vjerojatnost realizacije dogadaja A u nekom pokusu
("uspjeh”) jednaka p, tada je vjerojatnost da se dogadaj A dogodi tocéno k

puta u n nezavisnih pokusa dana s

b= ([)ih o0t o<k @)

gdje je ¢ = 1 — p vjerojatnost suprotnog dogadaja, odnosno "neuspjeha”.

Primjer 16 odgovara izboru slu¢ajnog uzorka bez, odnosno s vra¢anjem.
S (1) je zadana hipergeometrijska razdioba koja opisuje biranje slu¢ajnog
uzorka bez vracanja, a s (2) binomna razdioba koja opisuje biranje s

vra¢anjem.
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2.2 Osnovne razdiobe

Slucajna varijabla je funkcija X koja elementarnim dogadajima pridruzuje

brojeve. Dakle,
X:Q-—-R

2.2.1 Diskretne slucajne varijable

Oznac¢imo s ImX skup svih razlic¢itih vrijednosti koje slucajna varijabla X
moze poprimiti. Kazemo da je zadan zakon razdiobe ili distribucija
slucajne varijable X ako je zadan skup ImX = {ay, as, as, ...}, te niz brojeva
p; > 0 tako da

1) pi=P(X =)

2) Zpizl

=1
Zakon razdiobe zapisujemo u obliku tablice:

a; as as ...
X 1 G2 as
b1 P2 p3 ...

Buduéi je skup svih vrijednosti koje slucajna varijabla moze poprimiti
ImX = {ay, as, as, ...} diskretan (prebrojiv) skup, kazemo da je X diskretna

slucajna varijabla.

Definicija 1 Neka je X : Q — R slucajna varijabla. Funkcija gustoce
vjerojatnosti od X je funkcija px : ImX — [0, 1] definirana s

pX(ai) = P(X = ai) =DPi

Definicija 2 Funkcija distribucije slucajne varijable X je funkcija Fx :
R — [0,1] definirana s

Vrijeds



Definicija 3 Matematicko ocekivanje diskretne slucajne varijable je broj
E[X] definiran s

Vrijedi:

(i) Elg(X)] = Z g(a;) -px(a;), g:R—R

a;€lmX
(ii) E[X +Y] =E[X]+ E[Y]
(iii) ElcX]=cE[X], ceR
(iv) E[e]=¢, c€eR
Iz svojstva (ii) vidimo da je ocekivanje aditivno, iz svojstva (iii) da je ho-
mogeno. Ta dva svojstva zajedno daju svojstvo linearnosti.

Definicija 4 Broj

Var[X] := Z (a; —EX)* - px(a;)

a; €EImX
zove se varijanca diskretne slucajne varijable X .

Standardna devijacija slucajne varijable X je broj

ox = ++/Var[X]
Vrijedi:

(i)  Var[X] =E[X - EX)

(primijenimo svojstvo (i) od oc¢ekivanja za g(z) = (z — E X)?)
(ii) Var[X]=E[(X —EX)?] =E[X*-2X-EX + (EX)?

=E[X?’]-2EX-EX + (EX)*=E[X?] - (EX)?
— Var[X] = E[X?] — (EX)?
pritom: E[X?] = Z a? - px(a;)

a; €ImX

(i)  Var[aX +b] = E[(aX +b—E(aX + b))’ = E[(aX +b—aE X — b)?]
=E[*(X —EX)’| =a’E[(X —EX)? =a*Var X
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Nadalje, ako su X i Y nezavisne slucajne varijable, onda vrijedi:
E[X -Y]=E[X]-E[Y]
Var[X + Y| = Var[X] + Var[Y]
Opcenito, ta 2 identiteta ne vrijede!

Zadatak 4 Slucajna varijabla zadana je razdiobom

-2 -1 0 1 2
X ~
< 0.1 0.2 0.2 03 0.2 )
Odredite funkciju distribucije te slucajne varijable, te nacrtajte njen graf.

Izracunaj vjerojatnost dogadaja | X| < 1. Nadalje, izracunajte ocekivanje i
varijancu od X, te E[3X].

Rjesenje:  Funkciju distribucije moramo promatrati po intervalima. Kren-

imo od z € (—o0, —2), tj. < —2. U ovom slucaju:
Fx(z)=P(X <z)=0

buduéi slucajna varijabla X ne moze poprimiti vrijednost x strogo manju od
-2.
Dalje, neka je x € [-2,—1). Tada:

Fy(z) = P(X <) = P(X = —2) = 0.1

bududi je -2 jedina vrijednost unutar intervala (—oo, —1) (drugim rije¢ima:
jedina vrijednost manja od x) koju X moze poprimiti, a vjerojatnost da se
to dogodi znamo jer je dan zakon razdiobe od X.

Neka je z € [—1,0). Tada:

Fy(z)=P(X <2)=P(X=-2)+P(X =-1)=01+02=0.3

buduéi su -2 i -1 jedine vrijednosti unutar intervala (—oo,0) koje X moze
poprimiti, a vjerojatnost da se to dogodi ocitavamo iz zakona razdiobe od
X.
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Dalje zaklju¢ujemo analogno

ako je z €[0,1) :

Fy(z)=P(X = —2)+ P(X = —1) + P(X =0) = 0.1 + 0.2+ 0.2 = 0.5

ako je x €[1,2):

Fx(z)=P(X = —2) + P(X = —1) + P(X = 0) + P(X = 1)
=01+024024+03=0.38

te konacno, ako je = € [2,400), tj.x >2:

Fy(x)=P(X = -2)+ P(X = —1)+ P(X = 0) + P(X = 1) + P(X = 2)
=014024024+03+02=1

Sto je bilo prirodno za ocekivati budué¢i X sigurno poprima vrijednost manju

ili jednaku 2 (tj. nikada ne poprima vrijednost veéu od 2). Tako smo dobili:

0, T <=2
0.1, —2<zr<-1
03, —-1<z<0
0.5, 0<z<l1
0.8, 1<z <2

1, T >2

\

G afi cki prikaz funkcije distribucije
1 O

0.8 o=

0. 5@==

—9. 1

-2-1 1 2

Nadalje, treba izracunati P(|X| < 1). Vrijedi:

P(X|<1)=P(-1<X<1)=P(X =-1)+P(X =0)+ P(X = 1)
—02+02+0.3=0.7
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Uoc¢imo pritom da
P(X|<1)=P(-1<X<1)=P(X=0)=0.2
Preostalo je izracunati E[X] i Var[X].
EX] = Y a-pxla)= Y a-PX=a)
a;€EImX a;€ImX
= —2-01+(-1)-02+4+0-0241-03+2-0.2=0.3
Varijancu racunamo po formuli:
Var[X] = E[X?] — (E[X])*
E[X] smo upravo izracunali, treba nam jos E[X?]:
BX? = ) a-pxla)= > a-P(X =a)
a;€ImX a?eImX

= (=2)%-01+(-1)*-02+0>-02+1*-03+2%-02=1.7

pa imamo:

Var[X] = 1.7 — 0.3% = 1.61

Koliko je E[3X]? To mozemo izracunati na 2 nac¢ina. Jedan je - odrediti

razdiobu slucajne varijable Y = 3.X.
ImX ={-2,-1,0,1,2} = ImY =Im3X ={-6,-3,0,3,6}

1 pritom

i tako analogno dalje. Slijedi:

-6 -3 0 3 6
Y =3X ~
0.1 02 0.2 03 0.2
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EY] = EBX]= Y ai-py(a)= Y a-PY =a)

a; €EImY a;€EImY

= —6-01+(-3)-024+0-0243-03+6-0.2=0.9

Jednostavniji nacin rjesavanja je iskoristiti svojstvo homogenosti oc¢ekivanja
prema kojem je
E[BX]=3E[X]=3-0.3=0.9

2.2.2 Binomna razdioba

Definicija 5 Slucajna varijabla X ima binomnu razdiobu ili distribu-
ciju s parametriman i p ako je X poprima vrijednosti iz skupa {0,1,2,...,n}

s vjerojatnostima

n

px(k)=P(X =k) = (k) kg k, 0<k<n, (3)

gdje je g =1—p. S (3) je zadana funkcija gustoée binomne razdiobe.
e Slucajnu varijablu X koja ima binomnu razdiobu oznac¢avamo s:

X ~ B(n,p)

e Ocekivanje bionomne razdiobe: E[X] = np
e Varijanca bionomne razdiobe: Var [X] = npq
e Osnovna svojstva koja opisuju binomnu distribuciju:

1. Pokus ponavljamo n puta.

2. Postoje samo 2 moguénosti ishoda u svakom pokusu. Jedan ishod

¢emo zvati "uspjeh” a drugi "neuspjeh”.

3. Vjerojatnost "uspjeha” p jednaka je u svakom pokusu. Vjerojat-

nost "neuspjeha” je tada ¢ =1 — p.
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4. Pokusi su medusobno nezavisni.

5. Binomna slucajna varijabla broji broj "uspjeha” k u tih n pokusa.

Zadatak 5 Kosarkas gada kos 5 puta © u svakom pokusaju pogada s vjero-
jatnoséu 3/4. Kolika je vjerojatnost da ée koSarkas pogoditi kos:

a) toéno 3 puta

b) barem 3 puta

¢) najvise 2 puta

Rjesenje:  Pokus je gadanje u koS; ponavljamo ga 5 puta. ”Uspjeh” je
pogodak u kos, "neuspjeh” je promasaj. Vjerojatnost "uspjeha” je zadana i
jednaka je 3/4; vjerojatnost "neuspjeha’ je tada 1/4 (=1-3/4). Definiramo

slu¢ajnu varijablu X koja broji pogotke. Ona ima binomnu distribuciju:

3
X~B|(5, -
Funkcija gustoce od X je:

px(k) = P(X = k) = (2) G)k (i)s_k, E—0,1,23,45  (4)

a) Zelimo izracunati vierojatnost da je kosarkas pogodio ko toéno 3 puta.

Zanima nas zapravo P(X = 3). Uvrstavanjem k& = 3 u (4) lako dobijemo

- (0) () (- ()3 o

b) Kolika je vjerojatnost da kosarkas pogodi kos barem 3 puta? Taj dogadaj

rjesenje:

izrazen pomocu slucajne varijable X je X > 3. Zelimo dakle izracunati:
P(X>3)=P(X=3)+P(X=4)+P(X=5)

P(X = 3) smo ve( izracunali pod a). P(X =4)i P(X = 5) ratunamo na

slican nacin - uvrstavanjem k = 4 odnosno k =5 u (4). Slijedi:

P(X =4)= (i) (2)4 (}1)1 = 5-3—2 = 0.395
ror=9- () (3) () = ) o
)

=0.26 +0.395 + 0.24 = 0.895
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¢) Kolika je vjerojatnost da kosarkas pogodi kos najvise 2 puta? Taj dogadaj
izrazen pomocu slucajne varijable X je X < 2 a to je zapravo suprotan

dogadaj dogadaju kojeg smo promatrali pod b) pa vrijedi:
P(X<2)=1-P(X >3)=1-0.895=0.105
Naravno, vjerojatnost tog dogadaja mogla bi se racunati i direktno:

P(X<2)=P(X=0)+P(X =1)+ P(X = 2)

Zadatak 6 Odredite ocekivanje, varijancu i devijaciju slucajne varijable
X~B (5, %) Konstruirajte interval E [X] £ 20x te izracunagte
PE[X]—20x < X <E[X]|+ 20%)

Rjesenge:

Trazeni interval je:
3.75+2-0.968 =3.75+1.936 = 1.814 < X < 5.686
Nadalje,

P(1.814 < X < 5.686) = P(2 < X <5)
= P(X =2)+ P(X =3) 4+ P(X =4) + P(X = 5)

Posljednje 3 vjerojatnosti ve¢ smo izracunali u prethodnom zadatku. Fali

5\ /3\?/1\° 32 45
P(X =2) = 2) (2) =10-2 = = —.
( ) <2> (4> (4) 0- 5 = 5g ~ 0088

nam jos:



Sada dobivamo:

P(E[X] —20x < X <E[X]+20x) = P(1.814 < X < 5.680)
— 0.088 + 0.26 + 0.395 + 0.24 = 0.983

Odavde mozemo zakljuciti da ¢e ova slucéajna varijabla u 98.3% slucajeva

odstupati od svog ocekivanja za najvise 2 devijacije. O

Zadatak 7 Cetiri prijatelja igraju neku igru s kartama. Prilikom podjele 52
karte jedan od igraca 3 puta zaredom nije dobio asa. Kolika je vjerojatnost

da mu se to dogodi?

Rjesenje: Definirajmo sluc¢ajnu varijablu X koja broji koliko puta Igrac nije
dobio asa. X ima binomnu razdiobu: X ~ B(3,p). Potrebno je izracunati
vrijednost parametra p Sto je vjerojatnost uspjeha, tj. vjerojatnost da u
jednom izvlacenju igra¢ nije dobio asa. Ta vjerojatnost jednaka je omjeru
broja svih ishoda u kojima Igrac nije dobio asa kroz broj svih mogucih ishoda
dijeljenja karata. Oduzmemo li sve aseve, ostat ¢e nam 48 karata. Stoga,
I @
p = P(igra¢ nije dobio niti jednog asa) = @ = 0.3038

— X ~ B(3,0.3038)

Vjerojatnost da Igra¢ 3 puta zaredom nije dobio asa jednaka je:

3

P(X =3)= (3) (0.3038)3(1 — 0.3038)° = 0.028.

2.2.3 Hipergeometrijska razdioba

Definicija 6 Slucajna varijabla X ima hipergeometrijsku razdiobu ili
distribucigu ako je funkcija gustoce te slucajne varijable zadana s:

MY (N—M
(%) G

)

px(k)=P(X =k) = max (0,n — (N — M)) < k < min (M, n)
()
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e Ocekivanje hipergeometrijske razdiobe: E[X] = —

nM(N — M)(N —n)
N2(N —1)

e Varijanca hipergeometrijske razdiobe: Var [X] =

e Osnovna svojstva koja opisuju hipergeometrijsku distribuciju:

1. Pokus se sastoji od slucajnog izvlacenja, bez vracanja, n eleme-
nata iz skupa od N elemenata, od kojih je njih M jedne vrste
(izvlacenje takvog smatramo uspjehom) i N — M neke druge vrste

(izvlacenje takvog smatramo neuspjehom).

2. Hipergeometrijska sluc¢ajna varijabla broji broj "uspjeha” (odnosno

elemenata prve vrste) k u izvlacenju ukupno n elemenata.

Zadatak 8 Kolika je vjerojatnost da se od 7 suglasnika i 5 samoglasnika
napravi rije¢ koja se sastoji od 4 suglasnika i 3 samoglasnika? (rije¢ ne

mora imati smisao)

Rjesenje:  Od ukupno 74+5=12 slova zelimo izabrati 4+3=7 slova. Neka je
izvlacenje samoglasnika "uspjeh”. Slucajna varijabla X koja broji "uspjehe”

ima hipergeometrijsku razdiobu a funkcija gustoce joj je zadana s:

() (1)
px(k) =P(X =k) = =35+, 0<k<5
(%)
Dogadaj da su izabrana 4 suglasnika i 3 samoglasnika pomocu slucajne var-

ijable X mozemo izraziti kao X = 3. Sada:

px(3)=P(X =3) = () () _ 17 = (.442

(7) 3%

Zadatak 9 Iz vaze koja sadrzi 4 crvene i 6 bijelih ruZa izvlacimo 3 ruZe.
S X oznac¢imo slucajnu varijablu koja broji izvucene crvene ruze. Odredite

njen zakon razdiobe, te prosjecan broj izvucenih crvenih ruza.
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Rjesenje: X = broj crvenih ruza
Od ukupno 10=4+6 ruza izvlacimo 3, a izvlac¢enje crvene ruze smatramo

uspjehom. Tada X ima hipergeometrijsku distribuciju a funkcija gustoce joj
4\ ( 6
() (5°)
0y
(5)

Dakle, ImX = {0,1,2,3}. Trebaju nam pripadne vjerojatnosti. Imamo

je:

px(k) =P(X =k) = 0<k<3

px(0) = P(X =0) = ((2)15)3) _ 160..59..48 _1

ey OO 4%
px(1)=PX =1)= (130) —%—5
e =Pt == =

( 0o 1 2 3 )
= X ~
1/6 1/2 3/10 1/30

Provjera da smo dobro racunali:

3 1

1
27170 " 30

Ly
6

Izracunajmo sada E [X] (Sto je zapravo prosje¢an broj):

3 1

3 3
1 1 6
k=0 k=0

Umjesto pomoc¢u definicije, ocekivanje smo mogli izracunati i pomocéu gore
navedene formule:

nM 3-4 12
[X] N 446 10
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2.2.4 Poissonova razdioba

Definicija 7 Sluc¢ajna varijabla X ima Poissonovu razdiobu ili distribu-
ciju s parametrom A > 0 ako je funkcija gustoce te slucajne varijable zadana
s:
)\k
pX(k):P(X:k):ge*A, k=0,1,2,3,... (6)

Poissonova distribucija daje model vjerojatnosti "rijetkih” dogadaja (ponekad
se naziva i "zakon rijetkih dogadaja”) koji se dogadaju u jedinici vremena,
povrsine, volumena i slicno. Broj prometnih nesre¢a na odredenoj dionici
autoceste u jednom danu, telefonski pozivi na centrali u jednoj minuti, de-
fekti po jedinici duljine bakrene Zice, broj mjesecnih nesreca u tvornici, broj
oboljelih stabala po aru Sume te broj vidljivih gresaka na dijamantu su npr.
varijable ¢ije se relativne frekvencije mogu dobro aproksimirati Poissonovom

distribucijom.

Sluc¢ajnu varijablu X koja ima Poissonovu razdiobu ozna¢avamo s:

X ~ P()\)

Ocekivanje Poissonove razdiobe: E[X] = A

Varijanca Poissonove razdiobe: Var [X]| = A

e Osnovna svojstva koja opisuju Poissonovu distribuciju:

1. Pokus se sastoji od prebrojavanja koliko puta (k) se neki dogadaj
dogodi u jedinici vremena, jedinici povrSine, volumena, tezine,
daljine ili bilo kojoj drugoj mjerenoj jedinici.

2. Vjerojatnost da ¢e se dogadaj kojeg promatramo dogoditi jednaka
je za svaku mjernu jedinicu (za svaku sekundu, svaki metar, svaki

karat i sl.).

3. Broj dogadaja koji se dogode u pojedinoj jedinici vremena, povrsine
ili volumena nezavisan je od broja dogadaja koji se dogodi u bilo

kojoj drugoj jedinici.
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4. Prosjecni ili ocekivani broj dogadaja u jednoj jedinici jednak je

parametru A, odnosno E[X] = A.
Zadatak 10 Dokazite da je E[X] = .

Rjesenje:  Koristeéi definiciju ocekivanja, funkciju gustoce Poissonove raz-

diobe zadanu s (6) te svojstvo
oo oo )\
D rx(k)=2 J5¢
k=0 k=0
dobivamo:

s k
EX] = Zk px(k Zk’ %e"\
k=1 '

- Af: Y e‘A:)\-iA—me‘A:A-lz)\
(k—1)! = m!

k=1
0
Zadatak 11 Slucajna varijabla X ima Poissonovu razdiobu. Ako vrijedi
P(X =1)=P(X =2),
izracunajte ocekivanje E[X] 1 P(X > 4).
Rjesenje:
X ~ P(X)
)\k
pﬁmzﬁmxzm:kﬂe& k=0,1,2,3,...
Al A2 2
PX=1)=P(X=2) = Fe P=get S A=T S M -2=0

Buduéi mora biti A > 0, jedino rjesenje je A = 2.

2k
=X~ P2), PX=k=Te”
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E[X]=A=2

P(X>4)=1-P(X <4)=1-P(X <3)
=1-P(X=0)—P(X=1)-P(X =2)— P(X =3)
:1_2_06—2_2_16—2 2 -2 2° -2

0! ne ¢ T3¢

4 19
=1—¢2 <1+2+2+§) :1—6_2-?:0.143

Zadatak 12 Pretpostavimo da je 220 gresaka rasporedeno slucajno unutar
knjgige od 200 stranica. Odredite vjerojatnost da dana stranica knjige sadrzi:
a) niti jednu gresku

b) toéno jednu gresku

c¢) barem dvije greske

Rjesenje:  Definirajmo slucajnu varijablu X koja broji greske na pojedinoj
stranici. Ona ima Poissonovu distribuciju. Kako bi odredili njenu funkciju
gustoce, potreban nam je parametar A\. Znamo da je taj parametar jednak
ocekivanom ili prosjecnom broju dogadaja (= broj gresaka) koji se dogode u

jednoj jedinici (= na jednoj stranici). Stoga
220

A —_ —
200
DR W € 05 DL

pX(k):P(X:k):He_ = k=0,1,2,... (7)

1.1

Pomoc¢u ovako definirane slucajne varijable, dogadaj pod a) mozemo zapisati
kao X = 0, dogadaj pod b) kao X = 1, a dogadaj pod ¢) kao X > 2.

Vjerojatnosti tih dogadaja racunamo uvrstavanjem odgovarajuéih & u (7).

Dobivamo:
1.1)°
a) P(X=0)= ( 0‘> et =e1=0333
1.1)!
by P(X=1)= ( 1|> e ' =0.366
¢) PX>2)=1-P(X=0)—P(X=1)=1-0.333-0.366 = 0.301
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Prethodni zadatak lijepo ilustrira zasto se Poissonova distribucija naziva

i "zakon rijetkih dogadaja”. Dogadaji da na stranici nema niti jedne greske
(X = 0) i da je na stranici tocno jedna greska (X = 1) - dakle "rijetki”
dogadaji (u smislu malog broja gresaka) - imaju veéu vjerojatnost nego

dogadaj da su stranici 2 ili 3ili 4 ili 5ili ...ili nili ...gresaka (X > 2).

2.2.5 Aproksimacija binomne razdiobe Poissonovom

e binomna razdioba B(n, p) moze se aproksimirati Poissonovom razdiobom
P(np). Aproksimacija je to bolja sto je parametar n veéi, a parametar p

manji.

Zadatak 13 Kolika je vjerojatnost da medu 200 ljudi bude barem 4 ljevaka,

ako ljevaka ima prosjecno 1%7

Rjesenje:  Definirajmo sluc¢ajnu varijabu X koja broji ljevake. Ona ima
binomnu razdiobu s parametrima n = 200 (promatramo 200 ljudi, tj. 200
puta ponavljamo pokus) i p = 1/100 (3to je vjerojatnost "uspjeha”, odnosno

vjerojatnost da je izabrani ¢ovjek ljevak). Njena funkcija gustoce zadana je

200 1 \" /99 \20*
P(X = k) = _ - < k < 200.
( k) ( k ) (100) (100) » 0 k<200

Zanima nas kolika je P(X > 4):

S

P(X>4)=1-P(X=0)-P(X=1)— P(X =2) — P(X =3)
--(0) () (o) - (V) () ()
2 198 3 197

() () () - (%) () () =

Dobiveni izrazi nisu bas ”prakticni za racunanje”. Tu ¢e nam pomoci aproksi-

macija Poissonovom razdiobom:
B(n,p) ~ P(np)
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1
A=n-p=200- — =2
nep 100
2k
:xmx—%y—g-g{ k=0,1,2,

Sada dobivamo:

P(X>4) = 1-P(X=0)—P(X=1)—P(X =2) - P(X =3)
20 o9t 22 93
o T T

4
= 1—<1+2+2+§)52:01%

Zadatak 14 Stroj proizvodi 99.8% ispravnih i 0.2% neispravnih proizvoda.
Kolika je vjerojatnost da w wuzorku od 500 proizvoda vise od 3 budu neis-

pravna?

Rjesenje: Definirajmo slucajnu varijabu X koja broji neispravne proizvode.
X ima binomnu razdiobu: X ~ B(500,0.002). Nas zanima

P(X>3)=1-P(X=0)—P(X=1)— P(X =2) — P(X =3)

Direktno koristenje binomne razdiobe ponovo bi dovelo do nezgrapnih izraza.

Iskoristimo stoga aproksimaciju Poissonovom razdiobom:

A=n-p=>500-0.002=1

PX—k—Jﬁ ot k=0,1,2
= ( = )—EG _k!-e’ =012 ...
Slijedi:
1 1 1 1 8
P X>3)=1- — — — =1—-——=0.019
( ) Ol-e 1l-e 2l.e 3l.e 3e
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2.3 Uvjetna vjerojatnost. Nezavisni dogadaji.

Pretpostavimo da znamo da se dogodio dogadaj B. Utjece li to na vjerojat-
nost dogadaja A?

Vjerojatnost dogadaja A uz uvjet da se dogodio dogadaj B
zovemo uvjetna vjerojatnost, oznacavamo s P(A|B) i definiramo s:
P(AN B)

P(AIB) =~

Dogadaj B pritom na neki nac¢in postaje novi skup svih elementarnih dogadaja,
tj. novi €.

Za dogadaje A i B kazemo da su nezavisni ako vrijedi:
P(ANnB)=P(A) - P(B),

gdje AN B predstavlja dogadaj kada se istovremeno dogode A i B.

Pretpostavimo da su dogadaji A i B nezavisni. Tada

pAB) =~ (];4(;;9 ) _F (AIQ(’;(B) _ P(4).

Dakle, ako su dogadaji nezavisni, onda uvjet da se dogodio jedan od njih
ne utjece na vjerojatnost dogadanja onog drugog. Vrijedi i obrat - ukoliko
vrijedi gornji identitet, tada su dogadaji nezavisni. Naime,

P(AN B)

P(B)
< dogadaji A i B su nezavisni

P(A|B) = P(A) < = P(A) & P(ANB) = P(A)- P(B)

Primjer 17 Promatramo obitelj s 3 djece. Pretpostavimo da je svih 23 =
8 mogucénosti kombinacija djece (po spolu i po starosti) jednako vjerojatno.

Skup svih elementarnih dogadaja ) je:
Q = {MMM, MMZ, MZM, ZMM, ZZM, ZMZ, MZZ, ZZZ}.
Promatramo dogadaje:
A = {u obitelji su djeca oba spola},
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B = {u obitelji nema vise od 1 djevojcice}.

Jesu li ti dogadagi nezavisni? Da bismo odgovorili na to pitanje, potrebno je
provjeriti vrijedi li definicija.

Izracunajmo najprije P(A) i P(B). Sto su "povolini” elementarni dogadagi
za A? Svi oni, koji pripadaju 2, i koji opisuju obitelji s bar jednom djevojcéicom

odnosno bar jednim djecakom. Dakle,
A=O\{ MMM, ZZZ }
pa je
PA)=1-2-3
8 4
Sli¢no vidimo da je

B ={ MMM, MMZ, MZM, ZMM }

pa je

8 8 2
Dogadaj AN B opisuje istovremeno dogadanje dogadaja A i B, $to znaci
da obitelj mora imati djecu oba spola i pritom najvise jednu djevojcicu - Sto

znaci zapravo tocno jednu djevojcicu! - pa stoga
AN B ={MMZ, MZM, ZMM} = B\{MM M}

a odatle slijeds

P(ANB)=-
Kako je
P(A)-P(B)—§-1—§—P(AOB)
402 8

time smo pokazali da su dogadaji A i B - u ovom slucaju - nezavisni.
No, vrijedi li to opéenito, odnosno za obitelji s proizvoljnim brojem djece?

Pokazuje se da za obitelji s 2 ili 4 djece ova 2 dogadaja misu nezavisnal!
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Dokazat cemo to za slucaj obitelji s 4 djece; samostalno to pokusajte uciniti

za slucaj obitelji s 2 djece. Imamo:

2 7 1+() 5

PA)=1——==- P(B) = L — —

(4) 24 8§’ (B) 24 16
panp) - W _1
2 g

Konacno, kako je
7 5 35 1
P(A)-PB)==--—=-—#-=P(ANB

zakljucujemo da dogadaji A i B nisu nezavisni!

Zadatak 15 Bacamo 2 kocke. Koja je vjerojatnost da je na prvoj kocki pao
broj 5, ako je zbroj na dvije kocke jednak 77 Izracunajte P(max (X,Y) < 2).

Rjesenge:

Q={(,j):1<i,j <6}

definiramo sluc¢ajne varijable X,Y :Q — R

tako da X pamti broj na prvoj kocki, a Y na drugoj
ImX =ImY ={1,2,3,4,5,6}

Treba izrac¢unati:

P(X=5 X+Y=7
P(X=5|X+y—q= 2 =0 X4V =T)

P(X+Y =7
Imamo
{X+Y =7}={(1,6),(2,5),(3,4), (4,3),(5,2),(6,1)}
{X=5}n{X+Y =T7}={(5,2)}
pa stoga

P(X=5|X+Y=7)=

2or|2—
| =
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Nadalje, treba izrac¢unati P(max (X,Y") < 2). Dogadaj {max (X,Y) < 2},
realizirat ¢e se ako na obje kocke ne padne broj veci od 2 - samo tako mak-
simum moze biti ne veéi od 2. Bacanje prve kocke nezavisno je od bacanja
druge, odnosno realizacija na prvoj kocki ne utjece na realizaciju na drugoj,

stoga mozemo koristiti svojstva nezavisnih dogadaja iz njihove definicije. Sli-

jedi:
Pmax (X,Y)<2)=P(X <2, Y <2)
2 2 1
=P(X<2)-PY<2)==-—-=—
6 6 9
O
2.4 Bayesova formula
Dogadaji Hy, H,, ... H, ¢ine potpun sistem dogadaja ako je:
1) P(H;)) >0 za i=1,2,...,n
2) HZﬂHJ:@ zZa Z7éj, i,j:1,2,...,n
Elemente potpunog sistema dogadaja Hy, Hs, . .., H, nazivamo hipoteze.

Vazno! Hipoteze se uzajamno iskljucuju (svojstvo 2) i toéno jedna od njih se
mora dogoditi (svojstvo 3), u svakom izvodenju pokusa.
Formula potpune vjerojatnosti: Neka je {H;, Ho,..., H,} potpun

sistem dogadaja i neka je A proizvoljan dogadaj. Tada vrijedi:
P(A) = P(H,)- P(A|H,)
i=1

Neka je zadan potpun sistem dogadaj {Hy, Ha, ..., H,}. Pretpostavimo
da je pokus izveden i da se kao njegov ishod pojavio dogadaj A. Vjero-
jatnosti P(H;) bile su poznate prije izvodenja pokusa. Koliku vjerojatnost
imaju hipoteze H; (i = 1,...,n) nakon izvodenja pokusa?

Bayesova formula: Neka je {H;, Ha, ..., H,} potpun sistem dogadaja
i neka je A C Q) dogadaj takav da je P(A) > 0. Tada za svakii =1,2,....n
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vrijedi
J P(I1,) - P(A|H))
S P(H,) - P(A|T,)

Dokaz. Primjenom definicije uvjetne vjerojatnosti slijedi

P(H;|A) =

PlA) = TR
i s druge strane
Pl = S5 pan ) = P - P,

Primjenimo ovo pa iz gornje jednakosti dobivamo

P(HinA) _ P(Hi)- P(A[H;)

PULA) ==y = S, p(m,) - P(A|H,)

O
Spoznaja da se dogodio dogadaj A mijenja nase uvjerenje o moguénosti

pojavljivanja hipoteza Hi, H», ..., H,. Vrijedi:

P(A|)
ZPmA Zz i) POV

ZP P(A|H;) = LG

T YL P(H ) (AlH;)

Primjer 18 Pri obradi jednoga pacijenta sumnja se na 2 bolesti, Hy 1 Hy. U
danim uvjetima njihove su vjerojatnosti dane s P(H,) = 0.6 i P(Hy) = 0.4.
Radi preciziranja dijagnoze obavlja se odredena pretraga na pacijentu, ciji su
rezultati pozitivna ili negativna reakcija. U slucaju bolesti Hy vjerojatnost
pozitivne reakcije je 0.9, a negativne 0.1, a u slucaju bolesti Hy 1 pozitivna 1
negativna reakcija imaju vjerojatnost 0.5. Pretraga je obavljena 2 puta i oba
puta reakcija je bila negativna. Kolike su vjerojatnosti svake od bolesti poslije

ovih pretraga? Koja hipoteza je vierodostojnija ¢

Rjesenje: Skup {H;, Hy} je potpun sistem dogadaja - dogadaji H; i Ho

medusobno se isklju¢uju a jedan se mora dogoditi. Definirajmo dogadaj A:
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A = { pretraga je napravljena 2 puta i oba puta reakcija je bila negativna}

Zelimo izracunati P(H,|A) = vjerojatnost da pacijent ima bolest H; ako
znamo da se dogodio A, te P(Hy|A) = vjerojatnost da pacijent ima bolest
Hs ako znamo da se dogodio A. To ¢emo uciniti koriste¢i Bayesovu formulu.
Treba nam P(A|H;) = vjerojatnost da se dogodio A ako pacijent ima bolest
H, i P(A|H,) = vjerojatnost da se dogodio A ako pacijent ima bolest Ho.
Razumno je pretpostaviti da su 2 napravljenje pretrage nezavisne jedna od

druge pa imamo

P(A|H;) =0.1-0.1 =0.01
P(A|Hy) =0.5-0.5 = 0.25

Primjenom Bayesove formule dobivamo:

: 6-0.01
P(H,|A) = 2P<H1) PAlH) 06-0.0 ~ 0.06
S22 P(H,)- P(A|H;)  0.6-0.01+0.4-025
P(H,) - P(A|lH 4-0.25
P(H,|A) (Fo) - P(AIHy) __ 04-0 ~ 0.94

~ 2 P(H;) - P(A|H;)  0.6-001+04-0.25

ili, jednostavnije,

Zakljucujemo da dobiveni rezultati pretraga daju ”jak” razlog da se pret-

postavi bolest H,! Hipoteza H, je vjerodostojnija.

2.5 Neprekidne slucajne varijable

Za slucajnu varijablu X kazemo da je neprekidna ako vrijedi sljedece:
(i) ImX je interval u R

(ii) postoji nenegativna funkcija fx : R — R tako da za svaka dva broja

a,b (a < b) vrijedi
b
Pla< X <b) = / fx(t)dt
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Funkciju fx zovemo funkcija gustoée od X. Vjerojatnost da vrijednost
slucajne varijable X upadne u interval [a, b] jednaka je dakle povrsini ispod
grafa funkcije gustoc¢e na tom intervalu. Ako je na slici prikazana funkcija

gustoée od X, tada je P(—2 < X < 1) jednaka sljede¢oj povrsini:

Funkcija distribucije Fx od X definirana je s:
Fy(z) = P(X < ) = / Fa(t)dt (8)

Vrijedi:
Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a) 9)

Navedimo jos dva svojstva neprekidne slucajne varijable:

(1) Za svaki broj a € R je

b a
P(X =a)=lmPa< X <b) = ll)l_r)n fx(t)dt = / fx(t)dt =0

b—a
(2)
/°° fx(t)dt = P(—00o < X < 0) =1
Sto znaci da je ukupna povrsina ispod grafa funkcije gustoce jednaka 1.

Matematicko ocekivanje od X definirano je s:

B [X] = / T, (10)
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a za varijancu vrijedi relacija kao i kod diskretnih sluc¢ajnih varijabli

Var [X] = E[X?] - (E[X])? (11)
gdje je sada .
E[X?] = /OotQ - fx(t)dt. (12)
Opéenito, za g : R — R vrijedi
Bla0] = [ a0 £t

Zadatak 16 Funkcija gustoée neke slucajne varijable X dana je grafom.
Odredite analiticki prikaz od fx(x), Fx(x), te izracunagte Var[X] i P(|X| <

1).

Rjesenje:  Da bi neka funkcija bila funkcija gustoce, mora zadovoljavati:

1) fx(t) =0, teR
+oo

) [ fy()dt =1

Prvo svojstvo dana funkcija ocito zadovoljava, a iz drugog svojstva slijedi da
povrsina dva trokuta sa slike - Sto je povrsina ispod grafa zadane funkcije -

mora biti jednaka 1. Oznacimo li nepoznatu visinu na y-osi s v, slijedi:

1-v n 3-v N 1

- - = = —

2 2 2
Tocke (—1,%) i (0,0) jednoznacno odreduju pravac y = —%, a tocke (0,3) i
(3,0) pravac y = % — %, pa smo tako dobili analiticki prikaz funkcije gustoce:

0, r<—1

-z, —1<x<0
fx@)=4q |7,

0, >3
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Sljedeéi korak je odrediti funkciju distribucije Fx(z). Prisjetimo se njene

definicije (8). Imamo:

r<—1: FX(x):/ fX(t)dt:/ 0dt =0
1<2<0: / Fx()dt = /IOdt+/x g L
=e= X L \2) YT

1
)= 10— ?)
0<z<3: / Fx( —/ Odt+/0 ! dt+/x L\
=T= x\bet = L \3 . \27 6
1 t2 1 e 1 £ 1 1 1,
= = 173 5%
o 6 2lo 4

0131t2

x> 3 / Fr(t)dt = /10dt+/:( > 3(%%)

+/ 0dt = L e + =t =1
5 T2 21072 e 6 21 4 12
pa slijedi:

0, < -1

11 —a?), —-1<2<0

Fx(z) = 41( ) )
5B +6r—2%), 0<r<3
1 >3

Koliko je varijanca zadane slu¢ajne varijable X? Izracunat ¢emo je ko-

risteéi (11). Najprije izracunajmo ocekivanje E[X] pomoc¢u (10).

E[X] = /:ot-fx(t)dt:/:t-OdH—/jt- <—%)dt+/03t-(%—é)dt+/:t-0dt

A L1 )3 3 1,9 21 _ 7
2 311 2 2l 4

18 12
):
E[X?] = /+Oot2-fx(t)dt:/1t2-0dt+/0 2. <—%) dt
—00 —00 -1




Sada, prema (11), imamo:

5 (7)\° 131
Xl =-—|— =
VarlX] =7 (12) 144
Preostalo je jos izracunati P(|X| < 1) = P(—1 < X < 1). Primjenom

(9) dobivamo:

P(IX|<1)=P(-1 <X <1) = Fx(1) = Fx(~1)
Fx(1) :1—12(3+6-1—12):—

Fx(=1)=0 (ili Fy(-1) = 1—1 = )
o:

= P(X|<1)=Fx(1) = Fx(-1) =

OJII\D

2.5.1 Normalna razdioba

Definicija 8 KazZemo da neprekidna slucajna varijabla X ima normalnu

razdiobu s parametrima p i o

ako joj je funkcija gustoée zadana s:
1 _(@=p)?
fx(z) = e 2 (13)
oV 2w

Oznaka:
X ~ N(p,0%)

Vrijedi:
l. fx(x) >0, Ve R = ImX =R

© omi?
2. E[X]:/ t- e =L

~ O\2T

3. Var[X]:E[(X—M)Q]:/oo(t—u)Q-a\}% e_%:a2

2

Iz 2. i 3. vidimo da parametri p i 0° zapravo predstavljaju ocekivanje,

odnosno varijancu od X.
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Normalna razdioba je invarijantna na afine transformacije, tj. ako je
X ~N(u,o?) i a,beR, a#0
tada je
Y =aX +b~ N(ap+b, a*c?)

Zato svakoj normalno distribuiranoj slu¢ajnoj varijabli X ~ N(u, 0%) mozemo
pridruziti standardiziranu slucajnu varijablu

_X-EX] X g
B ox N o

X" ~ N(0,1)

koja je takoder normalno distribuirana ali s parametrima 01 1.
Funkciju distribucije jediniéne normalne razdiobe N(0,1) oznacavamo s
O (x) i vrijedi:

1 r 2
O(x) = \/_2_7r/ e 2dt, xeR

Funkcija koju ¢emo koristiti prilikom rjesavanja zadataka i ¢ije vrijednosti

su tabelirane je

1 r 2
@0(1’) = E/ 6_7dt, x>0
0

Veza medu funkcijama ® i ®:

1 x 42 1 0 +2 1 z 2 1
O(x) = —27T / e 2dt = __27r / e 2dt + —%/0 e zdt = B + o (),

uz dogovor
Oy(z) = —Po(—z) za x<0.

Zadatak 17 Neka je zadana slu¢ajna varijabla X ~ N(0,1). Odredite vjero-
jatnosti dogadaja: a) 0 < X <1, b) —-1<X <2 ¢)X<I1, dX>1

Rjesenje:
1

a) PO<X<1)=d(1)—d(0) = % + Do(1) — 5 — 2(0)

= Py(1) — Po(0) = 0.3413 — 0 = 0.3413
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1 1
b P(-1<X<2)=(2) - (1) = 5 +20(2) — 5 — Po(~1)
= By (2) + Po(1) = 0.4772 + 0.3413 = 0.8185
1
¢)  P(X<1)=a(1) =5+ (1) = 0.5+03413 = 0.8413

d) PX>1)=1-P(X<1)=1-P(X<1)=1-(1/2+ B(1)) = 0.1587
0

Zadatak 18 Neka je zadana slucajna varijabla X ~ N(2,4). Odredite vjero-
jatnosti dogadaja: a) 0 < X <4, b) X >4

Rjesenje:

X—p X-2
X~N24) = x=o"FH_ —~
g

a)  PO<X<4)=Fx(4)— Fx(0)

_p(0m2 X2 4=\ p ey
2 2 2
= Py(1) — Py(—1) = 2Py (1) = 2- 0.3413 = 0.6826

b) P(X>4)=1-P(X <4)=1-P(X <4)=1- Fy(4)

:1—PCW§é%E)zl—anl—(%+%uQ

N(0,1)

—_

=5 — @o(1) = 0.5 — 0.3413 = 0.1587

O

Zadatak 19 Slucajna varijabla X mjeri odstupanje aviona od sredine dozvol-
jenog koridora. Ona je normalno distribuirana, s oc¢ekivanjem 100m i stan-
dardnom devijacijom 200m. Ako je avion upravijen da leti sredinom koridora,
nadite vjerojatnost da:

a) avion leti kroz koridor Sirine 500m

b) iznad tog koridora.

Rjesenje: Slucajna varijabla X mjeri odstupanje aviona od sredine koridora.
Vrijedi: X ~ N(100,200?)

a) Ako zelimo da avion leti sredinom koridora sirine 500m, tada on od sredine
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tog koridora moze odstupati najvise 250m prema gore ili prema dole pa

1mamo:
—250 — 100 250 — 100
— < < = S 9D, G A —
P( 250_X_250) P( 500 < X< 500 >

()20

= 0.2734 + 0.4599 = 0.7333
b) Ako je avion iznad koridora, tada je X > 250.

P(X >250)=1— P(X <250) =1 — P(X < 250) =
250 — 100 1
=1-o <—> =15~ (0.75) = 0.5 - 0.2734 = 0.2260

200
g

Zadatak 20 Slucajna varijabla X ima normalnu razdiobu N(2,4). Izracunagte

uvjetnu vjerojatnost: P(—1 < X <1]0< X < 3).

Rjesenge:
P(ANB)
P(A|B)—W
PANB)=P(-1<X<1,0<X<3)=P0<X<1)
PO<X<1) P(%2<Xx* <2

w
No| (o
N
SN—"

_ D(—0.5) — Bo(—1)  Py(1) — Pp(0.5)  0.3413 —0.1915 09812
T ®0(0.5) — Do(—1)  Do(1) + Pp(0.5)  0.3413+0.1915

2.5.2 Aproksimacija binomne razdiobe normalnom
Neka je X ~ B(n,p). Znamo da vrijedi E[X] = np i Var [X] = npq.
Za velike n, vrijedi aproksimacija:

X _
x =2""" _ N(0,1)

v pq
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Aproksimacija je to bolja sto je vrijednost parametra p bliza %
Vrijedi:

Pasx <h=e (B o (IR

Naime,

1 1
P(agxgb)zp<a—§<x<b+§>

1 1 1 1
a—5—n b+5—n b+35—n a—35—n
(e ) ) - ()
npq npq npq npq
Zadatak 21 Neki stroj proizvodi 60% proizvoda prve kvalitete. Izracunajte

vjerojatnost da u uzorku od 75 proizvoda bude barem 40 prve kvalitete.

Rjesenje: Slucajna varijabla X koja broji proizvode prve kvalitete ima raz-
diobu: X ~ B(75,0.6). Zanima nas P(X > 40). Za realizaciju tog dogadaja
"povoljni” su elementarni dogadaji X = 40, X =41, X =42, ... X =
50,...,X = 60,...,X = 75. Racun direktnim koristenjem binomne raz-
dobe bio bi stoga predug. Aproksimacija Poissonovom razdiobom, osim $to
bi izrazi koje moramo zbrojiti bili nesto jednostavniji, ne bi smanjila broj
pribrojnika. No, aproksimacija normalnom razdiobom znatno ¢e pojednos-

tavniti stvar:

P(X240)=1—P(X§39):1—P<X*g39+0'5_75'0'6)

V75-0.6-0.4
1
—1-P(X*<-1296)=1-®(-13)=1— <§ + @0(—1.3)>

1 1
=3 + ®o(1.3) = 5 +0.4032 = 0.9032

2.5.3 Eksponencijalna razdioba

Definicija 9 Neprekidna slucajna varijabla X ima eksponencijalnu raz-

diobu s parametrom \ (A > 0) ako joj je funkcija gustoée zadana s:
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fla) = { e M x>0

0, <0
Oznaka:
X ~ Exp(X)

Pogledajmo kako izgleda njena funkcija distribucije F(z). Za x < 0, ocito
F(z) =0, bududi je tada

F(x):/_;f(t)dt:/:OOdt:O.

Pretpostavimo sada da je x > 0. Tada:

x 0 x .
F(r) = / f(t)dt = / 0dt + / e Mdt=0—e™| =1—¢
- —00o 0

0

Funkcija distribucije F(z) slucajne varijable s eksponencijalnom razdiobom
je dakle:

l—e™ >0
F(x) =
0, z <0

Ocekivanje i varijanca:
M

EX] = / t- f(t)dt = / t-AeMdt = lim t- e Mdt
— 0

00 M—-+o0o 0
M M
—i—/ e_”dt)
0 0

M 1 1
> =— lim —— lim (e —1)

u=t dv = e Mdt

du=dt v=—e M

M 1
= (-5 - e

= lim (—te_)‘t

M —+o00

M—+oc0 eM A 0 M—+o0o )\ - eMM A M—+oo
1 1
= 0—-—(0-1)=—
)\( ) A
1
Var[X] = E[XQ]—(E[X])Q:...:F

Zadatak 22 Vrigeme ispravnog rada nekog uredaja je slucajna varijabla dis-
tribuirana po eksponencijalnom zakonu s ocekivanjem 2 mjeseca. Kolika je
vjerojatnost da ce uredaj pokvariti u tijeku:

a) prvog mjeseca

b) drugog mjeseca

c¢) drugog mjeseca, ako je poznato da u tijeku prvog mjeseca nije bio u kvaru.

o7



Rjesenje:
1 1
[X]=+ )

Slucajna varijabla X koja mjeri vrijeme ispravnog rada uredaja (izrazeno u

mjesecima) ima razdiobu X ~ Exp [%} Njena funkcija distribucije je
Fx(z)=1—e? 2>0

Dogadaj pod a) mozemo izraziti kao {X < 1}, dogadaj pod b) kao {1 < X <

2} a dogadaj pod ¢) kao {1 < X < 2| X > 1}. Izra¢unajmo vjerojatnosti

tih dogadaja:

a) P(X<1)=Fx(1)=1-e2=0.393

b) PA<X<2)=Fx(2)—Fx(l)=1-e'—=(1—-e?)=0239
Pl<X<2,X>1) P1<X<2)

o) PA<X<2(X2>1)= P(X > 1) T 1-P(X <)

Fx(2) — Fx(1 2
_ @) ) 0239 oo
1— Fx(1) 1-0.393

0

Primjer slucajne varijable, odnosno distribucije, koja nema ocekivanje:
Cauchyeva distribucija

Definicija 10 KaZemo da neprekidna slucajna varijabla X ima Cauchyevu
distribuciju (s parametrima 1 i 0) ako joj je funkcija gustoée zadana s

1

fx(ﬂf) = m, reR

Provjerimo najprije da je razdioba dobro definirana. O¢ito je fx(z) >0

i nadalje:
1 _ 2 [* dt 2 Mg
o 1+ 12 T Jo 1+1t2 T M o 1+t
I ttM 2(1' te M t0> 2(” o) 1
= — lim arc = 1 arc — arc = — = — =
T M—oo g 0 T \M—oc0 g g T 2

Svojstvo! E X postoji ako E|X| = [7_[t|fx(t)dt < co
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1 [ |tldt 2 [ M
B|X| — _/ || :_/ |t|dt :z lim/ tdt
T _001+t2 T Jo 1+t2 T M—oo 0 1+t2

1 Md
={z=1+1 dz =2tdt} = — lim i
T M—oo 1 ya

1 . Mo )
= — lim lnz’ :—<hm lnM—ln1>:+oo
T M—o0 1 T \M—oc0o

pa zakljucujemo da E X ne postoji.
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3 Procjena parametara

Zanima nas statisticko obiljezje X neke promatrane populacije. Pretpostavimo
da je X slucajna varijabla s konacnim ocekivanjem p = E [X] i varijancom
0? = Var [X]. p i 0? su parametri razdiobe od X.

Promatramo sluéajne uzorke koji se sastoje od n nezavisnih jednako

distribuiranih sluc¢ajnih varijabli
XlaXZa s 7Xn

s distribucijom jednakom distribuciji mjerenog statistickog obiljezja.
Nepristran i konzistentan procjenitelj za ocekivanje p je aritmeticka sre-
dina uzorka:
X, = %(X1+X2+...+Xn)

Nepristran i konzistentan procjenitelj za varijancu o2 je uzoracka vari-

janca:

Definicija 11 Neka su L, = [(Xy,...,X,) @ D, = d(Xq,...,X,) slucajne
varijable (statistike), funkcije slucajnog uzorka Xy, ..., X,.
Kazemo da je [L,,D,] (1 —«)-100% pouzdan interval za parametar T

ako vrijed:
P(L,<t<D,)>1-a, ac/01)

3.1 Pouzdani intervali za ocekivanje normalne popu-
lacije
3.1.1 Varijanca poznata

Neka je X slucajna varijabla s nepoznatim ocekivanjem p i poznatom vari-

jancom o2.

e imamo slucajni uzorak velicine n : Xy,..., X,
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e (1 — a)-100% pouzdan interval za p dobit ¢emo ako promatramo

uzoracku distribuciju statistike X,, (aritmeticka sredina uzorka):

2
XHNN@,U_)
n

(ona je normalno distribuirana ako je X normalno distribuirana i aproksi-

mativno je normalna ako smo u uvjetima Centralnog grani¢nog teo-

rema)
 X—u X, -
= Xi= = L/~ N(0,1)
o2 g
Vrijedi:
11—«
(1)0<Z°>: 5
i nadalje:
P(—za < Xp<za)=1-a
X, —
@P(—z%ﬁ ngz%)zl—a
vn
P(x i <X 7)) =
<~ n—Z%WS/,L_ n—i-Z%% =1—-«

(1 — ) - 100% pouzdan interval za ocekivanje normalne populacije

(varijanca poznata)

Xn_Z%‘\/LESMSXn-i-Z%'\/Lﬁ

Zadatak 23 Vrygeme trajanja neke vrste elektronskih cijevi je normalno dis-
tribuirana slucajna varijabla X s nepoznatim ocekivanjem p i standardnom
devijacijom o = 40h.

a) Uzet je uzorak od 30 elektronskih cijevi za koji je dobiveno prosjecno vri-

jeme trajanje od 780h. Nadite 99% pouzdan interval za ocekivanje u vremena
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trajanja ove vrste elektronskih cijevi.
b) Koliki uzorak treba uzeti da bi se s vjerojatnoséu 0.99, sredina uzorka T

razlikovala od sredine p manje od 10h?

Rjesenje:
X ~ N(p,40%)
a) n =230, T3 =780, a=0.01
Bo(za) = Pol(Z0.005) = ! 5 D 0495 = 20005 = 2.58

99% pouzdan interval za ocekivanje:
40
T30 % 20005 - —= = T80 £ 258 - —— = 780 £ 18.84

vn V30
=  761.16 < i < 798.84

b)  P(X,—pl <10)=0.99, n=?

_ 10 X, - 10
P(—10<Xn—u<10):P(——< “<T>
7

1 - 1
—P(— O\/ﬁ<X*< 0\/ﬁ>—0.99

S
=

40 " 40
= @ (\/Tﬁ) — Py (—4) =0.99 & 29, (@) =099 & 9 (4) =0.495

N \/7522.58 o Vin=1032 = n=106.5

= n > 107, tj. treba uzeti uzorak duljine bar 107.

Mozemo razmisljati i ovako: (1 —«)100% pouzdani interval za ocekivanje je:

_ o _ o
Xp—za —=<pu<X,+2a —
za \/ﬁ—'“— —1-22 \/ﬁ
a odatle:
ag — g _ o
&S —zZa - —= < —Xn< a - — RN Xn_ < zZa » ——
g SH 5 T | pl < zg T

Kako nas zanima P(|X, — p| < 10) = 0.99, trazeni n mozemo odrediti iz

uvjeta:
o

o
: % = 20.005 ° \/ﬁ
62
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Odatle dobivamo:

: 2.58 - 40
N 20-01)56 7 _ o~ 1032= n> 106.5024 = n > 107

O

Zadatak 24 (DZ) Neka masina proizvodi kuglicne lezajeve. Promjer kuglicnog
lezaja je normalna slucajna varigabla X s varijancom 1. DuZine 9 slucajno

odabranih kuglicnih leZajeva bile su
20.1, 19.9, 20.0, 19.8, 19.7, 20.2, 20.1, 23.1, 22.8.

Odredite 95% pouzdan interval za matematicko ocekivanje slucajne varijable
X.
3.1.2 Varijanca nepoznata
Neka je X ~ N(u,0?), uio? nepoznati

e zelimo naéi (1 — «) - 100% pouzdan interval za p

e imamo sluc¢ajan uzorak velicine n: Xi,..., X,

e X, : aritmeticka sredina uzorka

e varijancu o procijenimo pomocu S?

Crp— > (X - X))

n—1

=1

(S2 je nepristran i konzistentan procijenitelj za o)

e standardiziranu varijablu

%
X* = E/n

o

aproksimativno zapisujemo pomoéu procjene za o>

Xn—u\/ﬁ

T, =
Sn
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Statistika 7}, ima Studentovu ili t-distribuciju s (n — 1) stupnjeva slo-
bode : T, ~t(n—1)
Vrijedi:

(1 — ) - 100% pouzdan interval za ocekivanje normalne populacije
(varijanca nepoznata)

Xy —ts(n—1)- 22 <p< X, +ta(n—1) 5

Napomena: Za n — oo, Studentova razdioba po distribuciji konvergira je-
dini¢noj normalnoj razdiobi. Za broj stupnjeva slobode n — 1 > 30 mozemo

aproksimativno uzeti da je t(n — 1) =~ N(0,1)

Zadatak 25 NASA testira komponente svojih raketa. Recimo da NASA Zeli
procijeniti srednje vrijeme trajanja neke mehanicke komponente koristene
u rakett ”Columbia”. Zbog ogranicenja troskova, u simuliranim uvjetima
svemira mogu testirati samo 10 komponenti. Dobiveni su podaci za vrijeme
trajanja tih komponenti (u satima): Ti9 = 1173.6, s19 = 36.3. Procijenite
ocekivanje vijeka trajanja tih mehanickih komponenti s 95% pouzdanim inter-
valom (pretpostavite da je vrijeme trajanja mehanickih komponenti normalno

distribuirano).
Rjesenje:

l—a=095 < a=005 < %:0.025

to.025(9) = 2.262

36.3
10 £ tooos(9) - 12 = 1173.6 + 2.262 -2 = 1173.6 = 25.97

v V10
= 1147.63 < p < 1199.57
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Zadatak 26 (DZ) U svrhu istraZivanja utjecaja toksicnih tvari koje luci
jedna wvrsta plijesni na kukuruz, biokemicar u 9 ekstrakata plijesni mjeri
kolicinu toksicnih supstanci u mg. Dobiveni su rezultati: 1.2, 0.8, 0.6, 1.1,
1.2, 0.9, 1.5, 0.9, 1.0. Uz pretpostavku da su podaci iz normalne distribucije,

procijenite 98% pouzdan interval za ocekivanje te populacije.

3.2 Pouzdani intervali za ocekivanje populacije na os-

novi velikih uzoraka

pretpostavimo da je zadan slucajni uzorak Xy, X, ..., X, velike duljine

(n — o0) za X opéenito nepoznate razdiobe, ali kona¢ne varijance

2

neka je p parametar oc¢ekivanja i o varijanca

zelimo konstruirati aproksimativni pouzdani interval za p

e prema Centralnom grani¢nom teoremu,

Xn—

vn 2 N(0,1), n— oo

nadalje, zbog konzistentnosti, S,, — o, pa

Xn—u

Vi L2, NO0,1), n— oo

Dakle, za velike n (n — 00) vrijedi
X, —
Sn

pa se (1 —a)100% pouzdani interval konstruira kao u slu¢aju normalne pop-

Hom 2 N(0,1)

ulacije s poznatom varijancom (za o & S,,)

(1 — ) - 100% pouzdan interval za ocekivanje populacije

na osnovi velikih uzoraka

B
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Zadatak 27 Zoolog Zeli procijeniti ocekivanu kolicinu secera u krvi odredene
Zivotingske vrste nastale nakon ubrizgavanja odredene kolicine adrenalina.
Dobivena srednja vrijednost uzorka od 55 Zivotinja je 126.9 mg/100 ml uz
standardnu devijaciju uzorka od 10.5 mg /100 ml. Odredite 90% pouzdan

interval za ocekivanje.
Rjesenje:
n=>55 Iz =126.9, s55=10.5
1—a=09 & a=01 & 7 =00
0.9

(130(20.05) = 7 =045 = zy05 = 1.65

10.5
1269 £1.65 - ——= = 1269 £2.34

V55

= 124.56 < p <129.24

3.2.1 Pouzdan interval za parametar p binomne razdiobe

Trazimo (1 — «)100% pouzdani interval za proporciju p

X ~ B(n,p), E[X]=np, Var[X]=mnpq, ¢g=1—-p

~ —

X je nepristrani procjenitelj od p, tj. E[p] =p
X 1 1

] = —EX]=—-np=p

n n

v
I
3
I

. X
Var[P] = Var {z} = — Var[X] = — -npg = %

Imamo:




Za veliki n, dobit ¢éemo dovoljno dobre rezultate ako zamijenimo ps X = p

n n

X_Za.\/xu_—X) p<;—(+za.\/w

Zadatak 28 Uzorak od 100 kuéanstava nekog grada pokazao je da se u 55%

kucanstava bar jedan clan koristi Internetom.

a) Nadite 95% pouzdan interval za omjer kuéanstava u tom gradu koja se

sluze Internetom.

b) Koliko kucanstava treba uzeti da bi s vjerojatnoséu od 0.95 mogli tvrditi

da se najmanje 50% kucanstava sluZi Internetom?

Rjesenje:

a)

p=7 =055 n=100
l—a=095 < a=005 < %:0.025
Z% = 20.025 — 1.96

H(l —p 0.55-0.45
p(1=p) =0.55£1.964/ ————— = 0.55 £ 0.09751

54 za
P == 100

= 0.4525 < p < 0.6475

’[’L:?

5504 55-0.4
P (0.55 106, [0 0A e, /M) 095
n n

zelimo da vrijedi: p > 0.5 pa odatle

0.55 — 1.96 0.55-0.45 > 05 o 0.9751

n N
& /n >19.502 = n > 380.328

= n > 381

< 0.05
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4 Testiranje statistickih hipoteza

Mnoge prakticne situacije u vezi sa slucajnim pojavama zahtijevaju da se
donesu odluke tipa DA ili NE. Npr. pri pra¢enju procesa proizvodnje nekog
proizvoda treba, na temelju rezultata mjerenja x4, . . . , x,, statistickog obiljezja
X, donijeti odluku o tome da li proces proizvodnje osigurava ili ne osigurava
zahtjevanu kvalitetu. Pretpostavlja se, dakako, da obiljezje X, koje karakter-
izira kvalitetu pojedinog proizvoda (koli¢ina odredenog sastojka npr.) ima
slucajni karakter.

Teorijski gledano, rije¢ je o tome da se na temelju n mjerenja slucajne
varijable X, odnosno na temelju vrijednosti (z1,...,x,) slu¢ajnog uzorka
(X1,...,Xy,), donese odluka o prihva¢anju (DA) ili odbacivanju (NE) odredene
pretpostavke o svojstvima slucajne varijable X. Takva pretpostavka zove se
statisticka hipoteza, a postupak donosenja odluke o prihvac¢anju ili odbaci-

vanju statisticke hipoteze zove se testirange.

Primjer 19 Zelimo testirati da li je ocekivanje trajanja neke vrste Zarulja
jednako npr. 1000h.

Definiramo

Hy : i = 1000h
H, : i # 1000k

Hj je nulta hipoteza, a H; alternativna hipoteza. Bududi iz alternativne
hipoteze slijedi da moze biti p > 1000h ili p© < 1000h, kazemo da je H;
dvostrana alternativna hipoteza.

Ponekad je zgodnije imati jednostranu alternativnu hipotezu. Npr.

Hy : = 1000h
Hy : > 1000h
ili

Hy : o < 1000h
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Ukratko, nulta hipoteza u testu je na neki nacin ”fiksna”, dok je alterna-
tivna ona kod koje imamo moguénost izbora.

Testiranje hipoteze (odnosno provjeru da li je ona istinita ili nije) provodimo
na sljede¢i nacin: uzmemo slucajni uzorak, izracunamo vrijednost odgo-
varajuce test-statistike, te na osnovu njene vrijednosti odlu¢ujemo o istini-
tosti hipoteze.

Prilikom donosenja odluke o istinitosti hipoteze, postoji moguénost pogreske,
tj. krive odluke. Dvije su vrste moguc¢ih pogresaka:

— pogreska 1.vrste: odbacili smo nultu hipotezu ako je ona istinita

— pogreska 2.vrste: prihvatili smo nultu hipotezu ako je ona neistinita

‘ H istinita Hj neistinita
prihva¢amo H, Vv pogreska 2.vrste
odbacujemo H, | pogreska 1.vrste V

a = P(pogreska 1.vrste)= P(odbacujemo H, | Hy istinita) = nivo sig-

nifikantnosti ili razina znacajnosti

B = P(pogreska 2.vrste)= P(prihvacamo H, | Hy neistinita)

1-f=P(odbacujemo Hy | Hy neistinita) = snaga testa

Testiranja hipoteza (koja su ovdje obradena) baziraju se na odgovarajuéim
pouzdanim intervalima. Ako izrac¢unata vrijednost odgovarajuce test-statistike
upadne u pouzdan interval trazene pouzdanosti, tada nultu hipotezu ne

mozemo odbaciti; ukoliko ona ne upadne u isti interval, nultu hipotezu

odbacujemo!

4.1 Test o ocekivanju normalno distribuirane popu-
lacije
4.1.1 Varijanca poznata

e ncka je X ~ N(u,0?), o poznata
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e imamo slucajni uzorak veli¢ine n : (Xy, -, X,,)

e 7zelimo testirati da li je ocekivanje p jednako nekom unaprijed zadanom
broju pp. Nulta hipoteza je Hy : 1 = pg. Za alternativnu mozemo uzeti

bilo koju od sljedece tri:
Hi:p#pg ili Hy:p>pe i Hy:p < pg

e u sva 3 slucaja koristimo istu test-statistiku:
X, — Ho

/n

J =

Ako je nulta hipoteza Hy : u = py istinita, tada je E[X] = po, odnosno
Z ~ N(0,1)

Promotrimo redom slucajeve razlic¢itog izbora alternativne hipoteze:

1. Ho:p=po
Hy oy # po

Ako je Hy : = pyg istinita, tada

P(—2a <Z<ze)=1-qa

w[R

Sto je vjerojatnost da prihvatimo Hj ako je ona istinita. S druge strane,
P(Z <—22)U(Z>2zs)) =«

je vjerojatnost da ne prihvatimo Hy ako je one istinita.

Dakle,
akoje Z < —zg ili Z>z2 = odbacujemo Hy

Ako je —zg < Z < Ze = e mMoZemo odbaciti Hy
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2. Hy:p= H, odbacujemo ako je
Hy: > po

(ne za , nego z,!!! Kritiéno podrucje povrsine a je svo na desnoj strani)

L

3. Hy:p=po Hy odbacujemo ako je

Hy: < o

\
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Napomena: Treba paziti na terminologiju: ne kaze se ”prihva¢amo hipotezu”,

nego "ne mozemo ju odbaciti”.

Zadatak 29 Poznato je da napon u elektricnoj mrezi od 220 volti ima nor-
malnu distribuciju sa standarnom devijacijom od 6 volti. Ako je 16 nezavisnih

myjerenja dalo rezultate:
208, 216, 215, 228, 210, 224, 212, 213, 224, 218, 206, 209, 208, 218, 220, 206,

s razinom znacajnosti 0.01 provjerite pretpostavku da je doslo do pada sred-

njeg napona u elekticnoj mrezi.

Rjesenje:
X ~ N(u,6%), n=16

Postavljamo hipoteze:

Hy: p=220
Hy:p < 220

Nulta hipoteza je da je srednja vrijednost napona jednaka 220 (odnosno da
je veca od te vrijednosti), dakle da nije doslo do pada napona, dok je alter-
nativna da je srednja vrijednost napona manja od 220, odnosno da je doslo
do pada napona, sto je tvrdnja za koju zelimo provjeriti da li vrijedi. Kad
bismo kao alternativnu hipotezu uzeli H; : p # 220, u slucaju odbacivanja
nulte hipoteze Hy : p = 220, mogli bismo zakljuciti samo da srednji napon
nije jednak 220, no ne bismo znali je li on ve¢i ili manji od te vrijednosti.
Rac¢unamo vrijednost test-statistike: 7 = @\/ﬁ
Lo = 220, ZT16 = 214.6875
- 214.68765 — 220\/1_6 354167

Zao = 20.01 = 2.325

— 2z < —2po1
= odbacujemo nultu hipotezu Hy, tj. doslo je do pada naponal 0
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4.1.2 Varijanca nepoznata
e neka je X ~ N(u,0%), o nepoznata
e imamo njen slucajni uzorak veli¢ine n : (Xq,---, X,,)

e zelimo testirati da li je ocekivanje p jednako nekom unaprijed zadanom

broju o

e koristimo test-statistiku:

X —
T:S—'uo\/ﬁ

Ako je nulta hipoteza Hy : p = pp istinita, tada je T' ~ t(n — 1)

Ho:p=po
Hy:p# po

Nultu hipotezu Hy odbacujemo ako je

T > t%(n— 1) ili T< —t%(n— 1)

~taz (N-1itg2(n-1)

2.
Hy @ = po
Hy:p > po
Hy odbacujemo ako je
T >ty(n—1)
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3.
Ho:p=po
Hy:p <o
Hjy odbacujemo ako je
T < —ty(n—1)
“ta(n-1)

Zadatak 30 Twvornica turde da je prosjecan vijek trajanja baterija iz te tvor-
nice 21.5 sati. Na slucajnom wuzorku od 6 baterija iz te tvornice laboratori-
jskim mgjerenjima vijeka trajanja dobivene su vrijednosti od 19, 18, 22, 20,
16, 25 sati. S razinom znacajosti o = 0.05, testirajte da li dobiveni uzorak

indicira kraci prosjecan vijek trajanja baterija.

Rjesenge:
o =215, n=6, a=0.05

Hy:p=215
Hy:p<215
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\/ﬁ

to.05(5) = 2.015

= t> —t0.05(5)

Nultu hipotezu Hy ne mozemo odbaciti, tj. ne mozemo zakljuciti da uzorak

indicira kra¢i prosjecni vijek trajanja baterija. O

4.2 Testovi o ocekivanju na osnovi velikih uzoraka
e NE pretpostavljamo da slucajni uzorak uzimamo iz normalno distribuirane
populacije
e iz Centralnog grani¢nog teorema za n — oo slijedi da test-statistika
X Ho

7 = %’“\/ﬁ X N(0,1)

e osnovna hipoteza je ponovo oblika Hy : . = o za neki unaprijed zadani
broj o
e svodi se na testiranje oc¢ekivanja normalno distribuirane populacije uz

o=~ S, jer S - o kad n — oo

4.2.1 Test o proporciji

Pogledajmo kako izgleda test za ocekivanje na osnovi velikih uzoraka u slu¢aju

kada imamo binomno distribuiranu populaciju.

e promatramo statisticko obiljezje X ~ B(n,p)

75



e zelimo testirati da li je proporcija p jednaka nekom unaprijed zadanom

broju py. Nulta hipoteza je
Hy = p = po.
Za alternativnu mozemo uzeti bilo koju od sljedece tri:

Hi:p#py ili Hi:p>po ili Hy:p<po

e u sva 3 slucaja koristimo istu test-statistiku:

X —po

=
p0(1 —po)

Vn~ N(0,1)
gdje je X = P
Promotrimo redom slucajeve razli¢itog izbora alternativne hipoteze:
1.

Hy:p=npo
Hy :p# po

Nultu hipotezu Hy odbacujemo ako je Z > ze ili Z < —zq

Hy:p=po
Hy:p>po

Hjy odbacujemo ako je Z > z,

Hy:p=po
Hy:p<po

Hy odbacujemo ako je 7 < —z,
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Zadatak 31 Proizvodac turdi da njegove posiljke sadrze najvise 7% defektnih
proizvoda. Uzet je slucajni uzorak od 200 komada iz jedne posiljke i bilo je
11 defektnih. Da li biste prihvatili tuordnju proizvodaca uz razinu znacajnosts
0.057

Rjesenje:  Postavljamo hipoteze:

Hy:p=0.07

Hy:p<0.07
Kada bi za alternativnu hipotezu postavili H; : p # 0.07, u slu¢aju odbaci-
vanja nulte hipoteze mogli bi zakljuciti samo da proporcija defektnih nije

0.07, a to moze znaciti da je veca, ali i da je manja od te vrijednosti sto je

jos bolje. Izracunajmo vrijednost odgovarajuce test-statistike:

11 0.055 — 0.07
Togo=p=——==0.050 = 2= ———=Vv200=—-0.83
200 = P= 900 V0.07-0.93
Za = 20.05 — 1.65
= 2> —2005
Nultu hipotezu Hy ne mozemo odbaciti, tj. ne mozemo zakljuciti da posiljke

sadrze manje od 7% defektnih proizvoda. O

4.3 Usporedba ocekivanja dviju normalno distribuiranih
populacija (t-test)

e pretpostavimo da mjerimo isto statisticko obiljezje X na dvije razlicite

populacije

e pretpostavimo da je u obje populacije X normalno distribuirana slucajna

varijabla s jednakom varijancom o?

X statisticko obiljezje X za populaciju 1, XM ~ N(uq,0?)
X @) statisticko obiljezje X za populaciju 2, X® ~ N(ug,0?)

e iz svake populacije uzimamo uzorak:
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xWxP X za XO duljine ny
Xl(z)a X§2)> ce 7X7(7,22) za X(2) duljine N9y

zelimo testirati sljede¢u nultu hipotezu
Ho @ py = po
u odnosu na neku od jednostranih alternativa
Hy:pp <po i Hy:pg > ps
ili u odnosu na dvostranu alternativu

Hy oy # po

u svim slucajevima koristimo istu test-statistiku

X, — X 1
T — 1S 2
1 1
n T ns
gdje su
Ly X 1§:X2)
X = X ) - )
1 nlzzl i n21:1
1
52:—((711—1)512—1—(712—1)522)

ny + No — 2
za S%, S2 uzoracke varijance uzoraka 1 i 2. S? se interpretira kao

zajednicka varijanca uzoraka 1 i 2. Ako je H, istinita, tada je

th(n1+n2—2)

Ho:pn = pio
Hy: oy # o

Nultu hipotezu Hy odbacujemo ako
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Hy :piy = po
Hy:py > po

Nultu hipotezu Hy odbacujemo ako

T > ta(nl + ng — 2)

Ho : py = pio
Hy:opy < po

Nultu hipotezu Hy odbacujemo ako

T < —ta(nl + Ng — 2)

Zadatak 32 Ista vrsta jabuka uzgaja se u Slavoniji © u Zagorju. Na slucajan
nacin izabrano je 7 slavonskih stabala te je izmjeren njihov prinos (u kg): 28,
26, 33, 29, 31, 27, 28; prinos sa 10 zagorskih stabala bio je: 36, 25, 21, 29,
30, 36, 27, 28, 30, 37. Uz razinu znacajnosti 0.01, testirajte hipotezu da
jabuke v Zagorju daju veéi prinos, ako je poznato da je prinos mormalna
slu¢agna varijabla. MoZemo li, uz istu razinu znacajnosti, zakljuciti da se

prinosi jabuka u Slavoniji i Zagorju razlikuju?
Rjesenje:
ny = 7, Ng = 10

Postavljamo hipoteze

Ho :pig = po
Hy:opg < o
Koristimo test-statistiku
X, - X 1
T = IS 2' Nt(n1+n2—2)
i
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1
71 = =(28 + 26 + 33 + 29 4 31 + 27 4 28) = 28.857

7

1
552:E(36+25+21+29—|—30+36+27+28+30+37):29.9
s? = L ixz—nﬁ

n—1\= ’

5 1 5 1
é81:6-34.855:5.81, 8225'240.9:26.767

s (ni—1)st+(ny—1)s3 6-581+9-26.767

_ _ — 18.3842
° Ny + g — 2 71102
— = 4.9877
98.857 — 29.9
t = — —0.4936

4.2877\/% + 15

ta(nl + Ng — 2) = t0,01(15) = 2.602
=1> —t0.01(15)

Ne mozemo odbaciti Hy, tj. ne mozemo zakljuciti da jabuke u Zagorju daju
vedi prinos.

Ako zelimo testirati da li su prinosi razli¢iti, moramo postaviti hipoteze

Ho @ py = po
Hy @y # o

Tada nam treba
t% (m + ng — 2) = t0.005(15) = 2.949

Kako je
t > —t0.005(15)

(i ocito t < tg005(15)) ponovo ne mozemo odbaciti nultu hipotezu, tj. ne

mozemo zakljuciti da se prinosi jabuka razlikuju. O

4.4 Usporedba proporcija

e promatramo dvije populacije i neko njihovo Bernoullijevo statisticko
obiljezje X
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X : sluéajna varijabla koja reprezentira X u populaciji 1

X @ : slucajna varijabla koja reprezentira X u populaciji 2
e pripadni parametri (vjerojatnosti uspjeha): pi, po

e sa p; i py oznacimo procjenitelje od p; i po na bazi uzorka iz svake od

populacija duljine ny i ny (uzorci su medusobno nezavisni), te sa

nip1 + napo

b= ny + N9

procjenu zajednicke vjerojatnosti uspjeha

e koristimo test-statistiku

D1 — P 1
7 — P1— D2

V(1 —p) \/L L1
ni no

e za velike uzorke, tj. kada min(ny, ny) — +o0, vrijedi Z ~ N(0,1)

Hy:pi =ps
Hi :p1r # po

Nultu hipotezu H, odbacujemo ako

Z>z% ili Z<—z%

Hy:pi=ps
Hy:p1 >po

Nultu hipotezu Hy odbacujemo ako

Z >z,
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Hy:p1 =ps
Hy:py <ps

Nultu hipotezu Hy odbacujemo ako

Z < —2z,

Zadatak 33 Uzorci od 300 glasaca 1z Zupanije A i 200 glasaca iz Zupanije
B pokazali su da ée 56% i 48% ljudi, redom, glasati za nekog odredenog
kandidata. S razinom znacajnosti 0.05, testirajte hipotezu da

a) postoji razlika medu Zupanijama

b) tog kandidata vise "vole” u Zupaniji A.

Rjesenge:
ny =300, p; = 0.56

ny = 200, pg = 0.48

a)  Hy:pi=ps
Hy:p #pz

mipr + nops 300 - 0.56 + 200 - 0.48

P T 500
0.56 — 0.48 1
© T 0528 0472 =11
. - U. 1 1
\/m T 300

Z% = 20.025 — 1.96

= 2 < 20.025

= Ne mozemo odbaciti nultu hipotezu, tj. ne mozemo zakljuciti da postoji

razlika medu zZupanijama.
b)  Hy:pi=ps
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Hy:p1 > po

Zo = 2005 = 1.64 = z > zy05

=—> Odbacujemo nultu hipotezu, tj. mozemo zakljuciti da kandidata vise

"vole” u zupaniji A. O

4.5 Usporedba varijanci dviju normalno distribuiranih
populacija (F-test)

nekaje X0 ~ N(uy,02), X@ ~ N(piz, 03)

e imamo slucajne uzorke veli¢ine n; od X;, i = 1,2

xPx X za XO duljine n,
x® xP X za X® duljine ny

o test- statistika &
F:—; ~ F(nl—l,nz—l)
Sy
ima Fisherovu ili F-distribuciju sa parom stupnjeva slobode
(n1 — 1,’[’L2 — 1)
e Vrijedi
1
fioglmm) = 7 )
1 Hy: o0} =05
H,:0? # o)

Nultu hipotezu Hy odbacujemo ako

F>f%(n1—1,n2—1) ili F<f1_,(n1—1,n2—1)

o
2
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-y f‘r(nl—l, ny-1)

Nultu hipotezu Hy odbacujemo ako

F > fa(nl — 1,77,2 — 1)

fo(ni-1,n-1)

L2 2

L2 2

Nultu hipotezu Hy odbacujemo ako

F < fl—a(nl — 1,712 — 1)
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f1a(ni-1,n2-1)

Zadatak 34 Iz dva 3.razreda neke srednje skole izabrano je, na slucajan
nacin, po 10 ucéenika i izmjerena je njihova teZina (zna se da je teZina nor-
malno distribuirana), a podaci su dani u tablici. Uz razinu znacagnosti 0.02,

testiragte hipotezu da su varijance jednake.

3a."57 60 63 59 62 60 58 56 54 62
5’b:‘58 62 60 56 63 58 61 57 53 61

Rjesenje:
Hy:0? =0}
H,: 0% # 03
Z1 =159.1, Zo=>589
WAL
5] = 9 ( xi — m—:2> =8.322, s5=09.433
1=1
2
s 8.322
= - = —— =1(0.8822
1=3 7 9433

1

= = 0.1869
f%(nQ - 1,”1 - 1) f0.01(979)

fl_%(nl —1,ns — 1) = fy09(9,9) =

= f0.00(9,9) < f < f0.01(9,9)

Ne mozemo odbaciti nultu hipotezu, tj. ne mozemo zakljuciti da se varijance

u ova dva uzorka razlikuju. 0
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4.6

x? - test o prilagodbi modela podacima

test-statistika je opcéenito

fi— I
Hoyol : )
=1 v

gdje su f; eksperimentalne, a f/ = np; teorijske frekvencije.
ako vrijedi Hy, tada za velike n (n — 00)

H e~ 2k —1—1)
gdje x%(m) oznacava y?’—razdiobu s m stupnjeva slobode.

pritom je

k = (konacan) broj razreda u tablici

r = broj nepoznatih parametara

nultu hipotezu da se radi o odredenoj razdiobi odbacujemo ako

H>xo(k—7r—1)

X (k=1 -1)

Zadatak 35 Proizvodac turdi da je 5% njegovih proizvoda prve klase, 92%

druge i 3% treée klase. U slu¢ajnom uzorku od 500 proizvoda nadeno je

40 proizvoda prve, 432 druge i 28 trece klase. Uz razinu znacajnosti 0.0,

testiragte hipotezu da je proizvodac u pravu.

86



Rjesenje:  Proizvodac¢ tvrdi da njegovi proizvodi imaju neku distribuciju,
odnosno razdiobu. Govori li istinu, provjerit ¢emo y?- testom. Duljina uzorka,
je n = 500. Kako bismo izrac¢unali vrijednost odgovarajuce test-statistike tre-
baju nam teorijske frekvencije. Njih ra¢unamo po formuli f/ = np; gdje je p;
odgovarajuca vjerojatnost, odnosno u ovom slucaju odgovarajuca proporcija.
Tako je

5 92 3
=700 71000 7 100
Formirajmo tablicu:
. )2
1[40 | 50025 =25 | 9
2 (432|500 2 =460 | 1.7
3
3|28 | 500 53, =15 | 11.27
5 | 500 500 21.97

Suma poslijednjeg stupca u tablici daje nam vrijednost trazene test-
statistike:

3 /

Tabli¢na vrijednost s kojom ju moramo usporediti kako bismo donijeli odluku
o istinitosti nulte hipoteze je x%(k —r — 1). « je zadana (=0.05), k = 3
(ukupan broj razreda), a r = 0 (nije bilo nijednog nepoznatog parametra pa

nista nije bilo potrebno procijenjivati). Dakle,

Xa(k =1 —1) = x5,05(2) = 6.0
Kako je
h > X(2).05(2)7

Sto znaci da je vrijednost test-statistike upala u kriticno podrucje, moramo
odbaciti nultu hipotezu. Drugim rije¢ima, odbacujemo tvrdnju proizvodaca,

tj. on nije u pravu. 0

Zadatak 36 Pet novcica, s istom ali nepoznatom vjerojatnoscéu p da padne

pismo, bacaju se 100 puta (rezultati su dani u tablici). Uz razinu znacajnosti
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0.01, testirajte hipotezu da broj pisama kojgi se dobije u jednom bacanju pred-

stavlja binomnu slucajnu varijablu.

broj pisama x; |0 1 | 2 | 3 | 4 |5
frekvencija  f; | 3116 (36 (32| 112

Rjesenje: Potrebno je provjeriti imaju li dani podaci binomnu distribuciju.
Pokus koji izvodimo (ponavljamo ga 100 puta, dakle n = 100) je bacanje
novci¢a 5 puta a ”"uspjeh” je "palo je pismo”. Slu¢ajna varijabla X broji
pisma. Parametar n binomne distribucije je stoga jednak 5. Parametar p
nije zadan te moramo ga procijeniti. Oprez! mali n sada oznacava i duljinu
uzorka i parametar distribucije, no to su razlicite stvari i razlic¢ite vrijednosti
pa treba na to pripaziti.

Parametar p jednak je vjerojatnosti "uspjeha” u jednom bacanju novcica.
Njegovu procjenu dobijemo tako da ukupan broj palih pisama podijelimo sa
ukupnim brojem bacanja novci¢a. Nov¢i¢ je ukupno bacen 5-100 = 500 puta
(100 pokusa a svaki se sastoji od 5 bacanja). Ukupan broj pisama racunamo

pomocu dane tablice:

0-3+1-16+2-36+3-32+4-11+5-2=238.

Konacno,
238
= = 0.476
P= 500
Sljedeci korak je izracunati teorijske frekvencije f/ = np;. Funkcija

gustoce slucajne varijable X ~ B(5,0.476) je

pii=px(i) =P(X =1) = (i’) (0.476)" - (0.524)°~

pa dobivamo

5

fo =100 - py = 100 - ( (0.476)° - (0.524)° = 3.95054

=}

— Ot
\/\_/v

f1 =100 p; =100 - (0.476)" - (0.524)* = 17.9433

fo =100 - py = 100 - (0.476)? - (0.524) = 32.6

(1)
(5

2



5

fg:1oo-p3:100~(3

)(0.476)3 -(0.524)% = 29.613
5

f1=100-py =100 - ( 4) (0.476)* - (0.524)" = 13.45
5

ft =100 - ps = 100 - (5) (0.476)° - (0.524)° = 2.4436

Uoc¢imo da je teorijska frekvencija prvog i poslijednjeg razreda < 5. Stoga
¢emo te razrede spojiti s njima susjednim razredima. Ukoliko bi tako opet
dobili razred ¢ija je teorijska frekvencija strogo manja od 5, postupak bi
ponovljali dok ne bi dobili razred s (ukupnom) teorijskom frekvencijom > 5.

Sada formiramo tablicu:

i fi fi (f}—/f{)Q
1|134+16=19|3.95054 4+ 17.9433 = 21.89384 | 0.3825
2 36 32.6 0.3546
3 32 29.613 0.1924
411142=13 13.45 4+ 2.4436 = 15.8936 0.5268
b 100 100 1.4563

Vrijednost test-statistike je dakle

h = 1.4563.

Konacan broj razreda k = 4, a broj procijenjenih parametara r = 1. Iz

tablice o¢itavamo
Xalk—r—=1) = x§o(2) =92
Kako je
h < Xgo01(2),

dakle vrijednost test-statistike nije usla u kriticno podrucje, ne mozemo
odbaciti nultu hipotezu, odnosno ne mozemo zakljuciti da se ne radi o bi-

nomnoj distribuciji. g

Zadatak 37 Anketirano je 100 studenata i dobiven je prosjecan broj nji-

hovih odlazaka u kazaliste tijekom godine. S nivoom signifikantnosti 0.05,
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testirajte hipotezu da se radi o uzorku iz populacije s normalnom distribuci-
jom.

broj posjeta | [0,2) [2,4) [4,6) [6,8) [3,10) [10,12) [12,14)

broj studenata H D 10 20 33 18 10 4

Rjesenje: Normalna distribucija ima 2 parametra - ocekivanje p i varijancu
o%. Kako nijedan od njih nije zadan, moramo ih procijeniti, pa odmah slijedi
da je r = 2. Procjenitelj za otekivanje je ji = T a za varijancu 62 = s2.

U tablici su dani sortirani podaci. Vidimo da je 5 studenata iSlo u
kazaliste 0 ili 1 put ali ne znamo koliko tocno od tih 5 je islo 0 a koliko
1 put. Treba nam ”predstavnik” tog razreda - uzimamo sredinu razreda.

Sada
1-5+3-10+5-20+7-33+9-18+11-10+13-4

~

—7 = 6.9
o= 100
1 [ 1 [
52 = g2 = 2 _ni | = —— 2. f —nz?
0" =s, n—l(%xl nx) n_1<;aZ fi m:)
no kako je n = 100 velik mozemo umjesto s n — 1 dijeliti s n:
12.54+3%2-10+5%2-20+7%-33+92-18 +112-10 + 132 - 4
= 6% = i i i i i i —6.9° = 7.95

100

Postavljamo (nultu) hipotezu da slu¢ajna varijabla X koja broji odlaske u

kazaliste ima distribuciju
X ~ N(6.9,7.95)

Sljedeci korak je odrediti teorijske frekvencije f/ = 100 - p;. Imamo
0—6.9< *<2—6.9>
795 V7.95

= $o(—1.74) — Dg(—2.45) = Dy(2.45) — Py(1.74)
= 0.4928572 — 0.4591 = 0.0338 = f; =3.38

po= P(O§X<2):P<

2 6.9 4-6.9
— P2<X<4)=P < X
b2 2sX<4) (2.82— <2.82)
— By(—1.03) — Bo(—1.74) = Bo(1.74) — Py(1.03)
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= 04591 —0.3485 = 0.1106 = f}, =11.06
p3 = PA<X<6)=P(-1.03< X" < —0.32)

= Py(—0.32) — P(—1.03) =0.223 = f, =223
pi = P(6<X<8) =P(-032<X*<0.39)

= $0(0.39) — By(—0.32) = 02772 = [} =27.72
ps = P(8<X <10)=P(0.39 < X* < 1.10)

= By(1.10) — By(0.39) = 0.2126 = fi =21.26
ps = PI0< X <12)=P(1.1< X* < 1.8)

= Dy(1.8) — By(1.1) = 0.09974 = fi =997
pr = P12< X <14)=P(1.8< X* < 2.52)

= By(2.52) — By(1.8) = 0.03006 = fi=23

Bududi je f{ <51 f; <5, spojit ¢emo prva dva i posljednja dva razreda, pa

¢e tako ostati ukupno 5 razreda. Dakle, k = 5. Formiramo tablicu:

1 1 2 3 4 ) by
fi 15 20 33 18 14 100
fi 14.44 223 27.72 21.26 12.97

Ut 0,022 0237 1.006 0499 0.082 | 1.846

Vrijednost test-statistike je prema tome

Xiuf —r—1)= X3.05(2> =0,
pa kako je h < x2,5(2), nultu hipotezu ne mozemo odbaciti, odnosno ne

mozemo zakljuciti da se ne radi o uzorku iz normalno distribuirane popu-

lacije. 0

Zadatak 38 (DZ) Biljezen je broj cetvorki rodenih u nekoj Zupaniji tijekom
70 godina. Podaci su dani u tablici. Uz razinu znacajnosti 0.05, testirajte

hipotezu da su podaci uzeti iz populacije s Poissonovom distribucijom.
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broj rodenih cetvorki|| 0 1 2 3 4 5 6
broj godina 14 24 17 10 2 2 1

~

Napomena: A =72

4.7 ? - test nezavisnosti dviju varijabli
Neka je (X1,Y1), (Xo,Y2), ... (X,,Y,) sluéajni uzorak za dvodimenzionalno

diskretno statisticko obiljezje (X,Y’) i neka je pritom:

ImX ={ay,...,a,}

ImY = {by,...,bs}

= Im(X,Y) ={(a;,b;) : 1 <i<r, 1<j<s}
Nadalje,
fij + frekvencija od (a;, b;) u uzorku
fi » (marginalna) frekvencija od a; u uzorku

g; : (marginalna) frekvencija od b; u uzorku

Vrijedi:

= Fa 9= fi
j=1 i=1
Kontingencijska frekvencijska tablica:

X\Y by by ... bs | X

ai fu fiz .. fis| N
5] for fa2 oo fas| fo

Qr frl fr2 frs f’/‘

Oznacimo:
pij:P(X:CLZ‘, Y:b])
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Hipoteze su:

Hy : piy=pi-q, Vi
tj. X 1Y su nezavisne slucajne varijable
H1 . E| ’L,j takvi da pij 7é Di - Qj

Uz Hy, procjene za p; i g; su:

. fi . _ 9
pi = —, qj -
n n
Ocekivane vrijednosti fj; od fi; uz Hy su:
f{j:nﬁiq}-:n-ﬁ-&:M
n on n

Koristimo test-statistiku

- (fi = fh)?
H=0 2 3"

i=1 j=1
Ako je H istinita, tada

H ~x*((r = 1)(s — 1))
Hipotezu o nezavisnosti odbacujemo ako
H > xa((r = 1)(s = 1))

Zadatak 39 U cilju ispitivanja sklonosti potrosaca proizvodu A uzet je uzo-
rak na temelju kojeg su dobiveni podaci dani u tablici. MoZete li na osnovu
ovih podataka zakljuciti da sklonost potrosaca proizvodu A NE ovisi o nji-

hovom dohotku, uz razinu znacajnosti 0.057

mygesecni dohodak sklonost potrosnyi

anketiranih kupaca u kn | stalno kupuju povremeno kupuju mne kupuju

—3000 70 17 21
3000 — 5000 165 56 28
5000 — 7000 195 85 26
7000— 170 42 25
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Rjesenje:  Oznacimo s X slucajnu varijablu koja mjeri visinu dohotka, a s

Y onu koja mjeri sklonost potrosnji. Postavljamo hipoteze:
HQ :
H1 :

X 1 Y su nezavisne slucajne varijable

X 1 Y su zavisne sluc¢ajne varijable

Provest ¢emo Y2-test o nezavisnosti dviju varijabli. Potrebno je izracunati
;
kolike su marginalne frekvencije f; i g;:

teorijske frekvencije zai=1,2,3,4, j =1,2,3, no pogledajmo najprije

mjesecni dohodak | stalno kupuju povremeno kupuju ne kupuju >
—3000 70 17 21 f1 =108
3000 — 5000 165 56 28 fo =249
5000 — 7000 195 85 26 f3 =306
7000— 170 42 25 fa =237
> g1 = 600 g2 = 200 g3 =100 || n =900
Sada dobivamo:
fi-g1 108600 fs-g1 306600
= = =72 = = =204
fi 0 900 I31 " 900
fi 92 108200 fs-g2 306200
f12 900 f32 900 68
fi-gs 108-100 fs-g5  306-100
3= = =12 /= — 34
Ji3 900 f33 900 3
fargi  249-600 fi-g1 237-600
= = =166 f, = — 158
fa n 900 Ja n 900
farg2 249200 fi-go 237200
fa n 900 Ja n 900
fargs  249-100 fai-gs  237-100
Jas 900 Ji3 900
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Da bismo lakse izracunali vrijednost test-statistike, zgodno je, radi pre-

glednosti, u tablici eksperimentalnim frekvencijama pridruziti odgovarajuce

teorijske:
mjesecni dohodak | stalno kupuju povremeno kupuju ne kupuju
—3000 70/ 72 17/24 21/12
3000 — 5000 165/166 56/55.8 28/27.67
5000 — 7000 195/204 85/68 26/34
7000— 170/ 158 42/52.67 25/26.3

Preostalo je izracunati vrijednost test-statistike:
Ly~ 1)
1
h=Y Y =2 U — 18532
i=1 j=1 ij

Iz tablice o¢itavamo:

Xa((r = 1)(s = 1)) = Xg.05((4 = 1)(3 = 1)) = X5,05(6) = 12.6,

pa kako je
h > X5.05(6)

vidimo da je vrijednost test-statistike upala u kriticno podrucje. Nultu
hipotezu o nezavisnosti stoga odbacujemo i zakljuc¢ujemo da su visina mjesec¢nog
dohotka (sluc¢ajna varijabla X) i sklonost potrosnji (slu¢ajna varijabla Y)

medusobno zavisne. 0

4.8 ? - test homogenosti populacija

e zanima nas razdioba istog diskretnog statistickog obiljezja u raznim

populacijama

e na osnovi nezavisnih uzoraka uzetih iz tih populacija, testiramo os-
novnu hipotezu da su razdiobe od X u tim populacijama jednake, t;j.

da su populacije homogene obzirom na X
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e m : broj populacija koje promatramo

X@ . slucajna varijabla koja predstavlja X u i-toj populaciji ( i =

(Z) -~ al a2 “ .. a/k
X W () (i
b1” Py’ - P

e nulta hipoteza je da su sve X @ jednake po distribuciji, a alternativna je

1,...,m); vrijedi

da postoji bar jedna koja se po distribuciji razlikuje od ostalih, odnosno:

L D

Hy, - X022 x® X (m)

. D )
H, : 3i,j takoda X® #£ X0)
e H, se moze zapisati i ovako
Hy : p)=p;, j=1,....k i=1...,m

gdje p; predstavljaju zajednicke (tj. po populacijama jednake) vjero-

jatnosti od a;

Frekvencijska tablica:

X a;  as ... ag |y
populacija 1 | fi1  fio ... fix | m
populacija 2 | fao1  foo ... for | N2
pOPU-laCija m fml me CIE fmk Nm

Z f1 f2 e fk n

e n,; : duljina uzroka iz i-te populacije,

fij + frekvencija od a; u uzorku iz i-te populacije

m
fi= E fij + frekvencija od a; u svim uzorcima zajedno
=1
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k
[ vrijedi: n; = E fij
=1

e procjena zajednickih vrijednosti p; ako vrijedi Hy:

N
pi==2 j=1,...k
n

e ocekivane frekvencije (ako vrijedi Hy):

N n; - f J
fi'j n; - p; = —
e koristimo test-statistiku:

m k 2

(fij — 1f)
H=> >, -
i— ij

i=1 j=1

Ako je Hj istinita, tada

H ~*((m = 1)(k = 1))

e hipotezu o homogenosti populacija odbacujemo ako

H > 2 ((m — 1)(k - 1))

Zadatak 40 U tvornickom pogonu proizvode se televizori. Svakog radnog
dana u tjednu registrira se broj neispravnih televizora. Provedena su opaZanja
tigekom 750 dana 1 rezultati su prikazani u tablici. MoZe i se, uz razinu
znacagnosti 0.05, zakljuciti da nema znacajne razlike u pojavi neispravnih

televizora tijekom tjedna?

broj neispravnih
televizora PON UTO SRI CET PET

0—-2 60 63 62 68 o1
3—5 70 61 60 52 70
6— > 20 26 28 30 29
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Rjesenje: Neka je X broj neispravnih televizora po danu. Ako dane u tjednu
shvatimo kao 5 razli¢itih populacija (iz kojih su uzeti uzorci), tada je potrebno
provjeriti ima li X jednaku distribuciju u svih tih 5 populacija, odnosno dana.

To ¢emo provijeriti y2-testom o homogenosti populacija. Hipoteze su dakle:

Hy : podaci iz svih 5 populacija potjecu iz iste vjerojatnosne razdiobe, t;j.
XOL2 xL2 Dy
H, : ne potjecu iz iste razdiobe
Da bismo izra¢unali vrijednost odgovarajuce test-statistike, potrebne su nam
procjene frekvencija f;;, pa najprije pogledajmo kolike su duljine uzoraka n;
iz svake od populacija (i = 1,2,3,4,5) i kumulativne frekvencije f; svake od

mogucih vrijednosti koje X poprima (j = 1,2, 3):

broj neispr.tv || 0 —2 3—5 6— > >
PON 60 70 20 ny = 150
UToO 63 61 26 ng = 150
SRI 62 60 28 ng = 150
CET 68 52 30 | ng =150
PET 51 70 29 ns = 150
> f1=304| fo =313 f3 =133 || n =750
Sada:
I = n17-Lf1 _ 15(;5504 608
Kako je ny = ny = n3 = nyg = ns = 150, to je
fél = n27'1f1 = f{h fél = n37-1f1 = f{p fz/u = n47-lf1 = f{h fé1 - %Tfl
pa je
fil = fél = f?/)I = fzil = fEl)l = 60.8
Sli¢no,

f{2: n 750 :62-6:f52:f:§2:fi2:fé2
ny - f 150 - 133
fig == = = =266 = fiy = fiy = fis = fis
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Vrijednost test-statistike je:
5 3 o f1)\2
=35 VBl s
i=1 j=1 ij

Iz tablice za y2-razdiobu o¢itavamo

Xi((m —1)(k—-1)) = X(2).05(4 $2) = Xg.o5(8) =15.5

Kako je
h < X3.05(8)7

vidimo da vrijednost test-statistike nije upala u kriticno podrucje pa nultu
hipotezu ne mozemo odbaciti. Dakle, ne mozemo zakljuciti da su populacije
nisu homogene §to zna¢i da promatrano statisticko obiljezje ( = broj pok-
varenih televizora) ima jednaku distribuciju u svim populacijama ( = u svim

danima). O

4.9 Usporedba oc¢ekivanja vise normalno distribuiranih

populacija (jednofaktorska analiza varijance ANOVA)

e ANOVA-u koristimo za usporedbu vise od dvije normalno distribuirane
populacije (za usporedbu toéno dvije normalno distribuirane populacije

koristimo t-test!)
e necka su
X1, X12;---7X1n1 za X NN(M,UQ)
Xoi, Xogy ooy Xop, za XP ~ N(ug,0?)
Xk‘la Xk27"'7ank za X(k) ~ N(/'LIWO-Q)

k nezavisnih slucajnih uzoraka, svaki za normalno distribuirano obiljezje
X reprezentirano s X® za i-tu populaciju iz koje je uzet uzorak duljine
n; (1=1,2,...,k)
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pretpostavljamo da su varijance od X ® jednake (u svim populacijama)

zelimo testirati nultu hipotezu

Hy @ gy =po = ... = uy,

tj. hipotezu da nema razlike u ocekivanjima medu populacijama; al-
ternativna hipoteza je onda naravno da razlika postoji, odnosno da se

bar dvije populacije razlikuju po ocekivanjima

za test-statistiku treba nam sljedece, za i = 1,2, ... k:

— 1
1 & _
92 — I
! nz—l -
7j=1

ukupna aritmeticka sredina svih podataka:
1t
X == X; nX;, n= n;
DN IWIES >

suma kvadrata odstupanja srednjih vrijednosti uzoraka od ukupne sre-

dine (= suma kvadrata u odnosu na tretman)
k k
i=1 i=1

suma kvadrata pogresaka

kK n; k
SSE = Z Z(Xij - X;)* = Z(nz —1)S7
i=1 j=1 i=1
k n;
S>3 Y

srednjekvadratno odstupanje medu uzorcima (zbog razlike u tretman-

ima)
SST
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e srednjekvadratna pogreska

e konacno, test-statistika je

MSE — SSE
n—=k
MST
F_MSE

Ako je H istinita, tada je

FrF(k—1,n—k)

e nultu hipotezu odbacujemo ako

F> falk—1,n—k)

fo(k-1, n-k)
ANOVA tablica:
izvor stupnjevi | suma | srednjekvadratno | vrijednost
rasipanja slobode | kvadrata odstupanje test-statistike
zbog razlike
medu tretmanima k—1 SST MST F
zbog greske n—=k SSE MSE
> n—1 SS

pritom je

k

ng

i=1 j=1
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Zadatak 41 Piwovara koristi 3 razlicite linije punjenja limenki piva. Sum-
nja se da se srednji neto sadrZaj limenki razlikuje od linije do linije. Na
sluc¢ajan nacin bira se 5 limenki sa svake linije © mjeri se njthov neto sadrzZaj.
Testirajte postoji li znacajna razlika izmedu sredina neto sadrzaja po linijama

uz razinu znacajnosti 0.05.

linija sadriaj del
1 3.633 3.651 3.66 3.645 3.654
2 3.615 3.627 3.636 3.63 3.624
3 3.645 3.63 3.627 3.63 3.633

Rjesenje: Potrebno je provjeriti postoji li razlika izmedu sredina neto
sadrzaja po linijama. Buduéi imamo 3 populacije (=linije), t-test nam ne
moze pomodi, ve¢ moramo provesti ANOVA-u. Krenimo redom:
3
k=3, ni=mng=n3=>, n:Zni:15

3.633 4 3.651 4 3.66 + 3.645 + 3.654

5, = : — 3.6486
3.615 4+ 3.627 + 3.636 + 3.63 + 3.624

Ty — + + - oo+ _ 3.6264

Ty = 3.633

1 3 5 1 3 1 3

i=1 j=1

3
SST = anxﬂ —nX?=5 Z:z —152% = 0.0013
1

=1 i=

SSE:ZZZ:X Zn,X2 sz] 5Zx = 0.00086

i=1 j=1 i=1 j=1
MST = 55T = 0'0013 = 0.00065
k—1 2
SSE  0.00086
MSE = = =0. 2
S — 5_3 0.00007

i konacno dobivamo vrijednost test-statistike:

MST  0.00065
f= MSE 0.000072_9'02778
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Iz tablice za F-razdiobu potrebno je ocitati:
fa<k' — 1, n — k?) = f0.05(2, 12) = 389

Kako je
> foos(2,12)

vidimo da je vrijednost test-statistike upala u kriticno podrucje sto znaci da
nultu hipotezu o jednakosti ocekivanja moramo odbaciti. Zaklju¢ujemo stoga
da postoji znacajna razlika medu sredinama neto sadrzaja po linijama.

ANOVA tablica:

izvor stupnjevi | suma | srednjekvadratno | vrijednost
rasipanja slobode | kvadrata odstupanje test-statistike
zbog tretmana 2 0.0013 0.00065
zbog greske 12 0.00086 0.000072 9.02778
> 14 0.00216

4.10 Test koreliranosti dviju varijabli

e neka je

(X171/1>7 (X27}/2)7 ceey (Xnvyn)

slucajni uzorak za normalno distribuirani sluc¢ajni vektor (X,Y)
e X, Y : aritmeticke sredine uzoraka
e 57, S} : uzoracke varijance

e kovarijanca od X i Y:

1 _ _
Sy = — ;u@ ~X)(Y: - V)
Vrijedi:
i(Xz —X)(Yi-Y) = iXiYi - X im ~Y iXZ +nXY
=1 =1 i=1 i=1

:ZXZ-Y;—)_(-nY—Y~nX+n)_(Y:iXiY;’—nXY

=1 =1
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pa onda

1 . -
Sy = — <ZXZ-Y1- —nXY>

i=1

zelimo testirati nultu hipotezu
Hy : p=0 (= nema korelacije)
u odnosu na jednostranu alternativu
Hy : p>0 (= korelacija postoji i pozitivna je)

ili
Hy, : p<0 (= korelacija postoji i negativna je)

ili u odnosu na dvostranu alternativu

Hy, : p#0 (= korelacija postoji)

Pearsonov koeficijent korelacije je statistika

R=

test-statistika je:

Ako je Hj istinita, tada

Hoip:()
Hy:p#0

Nultu hipotezu Hy odbacujemo ako je

Z>t%(n—2) ili Z<—t%(n—2)
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HO P =
Hy:p>0
Hjy odbacujemo ako je
Z > to(n—2)
3.
HO P = 0
H p < 0
Hjy odbacujemo ako je
Z < —to(n —2)

Zadatak 42 U jednom razredu od 30 ucenika promatra se ocjena i1z matem-
atike (X) i ocjena iz fizike (Y). Uvidom w imenik dobiveni su ovi podaci:
(1,3),(4,3),(2,2), (3,2), (1,2), (1, 1), (2,2), (4,4), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5),
(3,5),(2,1),(2,3), (2,2), (5,5), (3,3), (2,2), (2,2), (3,3), (3,2), (4,4), (2,2),
(3,3),(2,1),(3,2),(3,2),(3,2),(2,2).

Uz razinu znacajnosti 0.0, testirajte hipotezu da nema znacagne korelacije

wzmedu ocjena iz matematike 1 fizike.

Rjesenje:  Zanima nas postoji li korelacija izmedu ocjena iz matematike
i fizike. To ¢emo ispitati pomocu testa o koreliranosti dviju varijabli - X
(koja oznacava ocjene iz matematike) i Y (koja oznacava ocjene iz fizike).
Buduéi nas zanima samo postoji li korelacije ili ne, a ne da li je (ako postoji)
ona pozitivna ili negativna, dovoljno je za alternativnu hipotezu H; postaviti
p # 0. Dakle,

H() : p:O
Hl : p%()
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Izrac¢unajmo sada vrijednost odgovarajuce test-statistike:

1
—(1+4+24+34+14+14+24+4+2+3+...+3+2)=27

£ 30
1
G=os(B43+2+24+ 14244424344+ +2+2) =263
1 n 1
2 _ 2 -2 _ _an. o 72y _ B
Se = T (;xz—nx) _E(%l 30-2.7%)=1114 = s, =1.056
Yy n—l — [ 29 . . y .
! i Ty 1(239 30-2.7-2.63) = 0.896
zy = iYi —NITY | = 5 —30-2.7-2.63) = 0.
Soy n—1 Z-:lxy Y 29
Szy 0.896
= = = = 0.746
' Sy -8y, 1.056-1.137
Vrijednost test-statistike je
r 0.746
z= VN —2 = ———— V28 =5.927
V1—r? V1 —0.7462

Iz tablice oc¢itavamo

Kako je
z > t0.025(28)

vidimo da je vrijednost test-statistike upala u kriticno podrucje, pa nultu
hipotezu odbacujemo. Zakljucujemo stoga da korelacija izmedu ocjena iz

matematike i fizike postoji, odnosno da su varijable X i Y korelirane. 0
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5 Linearni regresijski model
Imamo n parova podataka
(X17 1/1>7 (X27}/2)7 ceey (Xn7Yn)

koji su dobiveni mjerenjem (opazanjem) nekog dvodimenzionalnog numerickog
statistickog obiljezja (X,Y’) promatrane populacije. Nezavisna varijabla X

interpretira se kao neslucajna a zavisna varijabla Y kao slucajna. Da bi se

to naglasilo, X se najcesée zapisuje kao "malo” z. Zelimo odrediti linearnu

vezu izmedu z 1 Y:

Y=ax+p[+e¢,

pri ¢emu su «, [ parametri, = je broj (neslu¢ajna varijabla), a e slucajna
varijabla za koju vrijedi E [¢] = 0 i koja se najcesce interpretira kao slucajna

greska ili sum.

e procjenitelji od (o, 3) dobiveni metodom najmanjih kvadrata:

& ﬁ
=
B=§—az
e procjenitelj za varijancu o? je:
., SSE
o° =
n—2

pri cemu je

n n
~

SSE=Y (Y, =Y)?=) (Y,=B-aw)=(n-1) (5 -as})

i=1 i=1
i dakle vrijedi: Vi =a& x; + 3

e (1 —a)-100% pouzdan interval za a:

o o
ad—te(n—2) ——— < a < a+te(n—2)-
= 2) s ;(n—2)
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e (1 —a)-100% pouzdan interval za (:

. e 72 ;s .1 2
ﬁ—tg(n—Q)‘U\/ﬁ—i-m < B8 < ﬁ—i—t%(n—2>'0' \/E—i_m

o test-statistike za testiranje sljede¢ih nul-hipoteza:

1. Hy : a=ap (ap € R) (uodnosu na razne alternative):

7, =2"% i —1)s2

& x

Ako je Hj istinita tada je
T, ~t(n—2)

2. Hy : B=0 (fo € R) (uodnosu na razne alternative):

Ako je Hj istinita tada je
T/g ~ t(n — 2)

Zadatak 43 [zabrano je 5 osoba starih 35, 45, 55, 651 75 godina (z), kojima
je izmjeren kruni tlak (Y), pri éemu su dobiveni podaci: 114, 124, 143, 158,
166 redom. Odredite:

a) procjenu pravca regresije za ove podatke

b) 95% pouzdane intervale za o i 3

c) testirajte hipotezu da je koeficijent smjera tog pravca jednak 0, tj. da

1zmedu x 1Y ne postoji linearna veza, uz razinu znacajnosti 0.01.

Rjesenje:

a) izracunajmo procjenu parametaraa i §: &=
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35+ 45+ 55+ 65+ 75

T = - =55
1144124 + 143 + 158 + 166

5
I En:x?—n-:# :1(16125—5-552):250
T on—1 — ‘ 4

1 u 1
Sey = 7 <ny—nxy) = (40155 — 555 141) = 345
=1

b) Zanimaju nas pouzdani intervali za o i 3. Najprije moramo izracunati 62

SSE " .
~2 _ 2
¢'="", SSE=) (Yi-Y)

i=1

n —

~

Znamo daje Y, =ax; + B pa onda:

fi=dx 4+ 6=138-35+651=1134
Yo = Q2o+ 3=1.38-45+65.1 = 127.2
Js = G a3+ 6 =1.38-55+65.1 = 141

Yo =d x4+ 0 =138-65+65.1=154.8
Js = G a5+ 3 =1.38 - 75+ 65.1 = 168.6

Formirajmo tablicu:

i 1 2 | 3| 4 5 3
x; 35 | 45 | 55| 65 | 75
yi 114 | 124 |143| 158 | 166

Ui 113.4 | 127.2 | 141 | 154.8 | 168.6

(yi —9:)% | 0.36 | 10.24| 4 [10.24 | 6.76 || 31.6

Dobili smo: SSE =31.6 pa je onda

31.6 :
52 = - = 10.53 = o =3.246
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Pogledajmo sada kako izgleda 95% pouzdan interval za «, odnosno (3:

) & 3.246
G Eta(n —2) ———— = 1.38 £ ty,05(3) -

(n—1)s2 V4 - 250
=1.38+3.182-0.103 =1.38 = 0.33

= 106 < a <171

B+ ta(n—2)-6 Ly z 65.1 + ¢ (3)3246\/1+552
a(n—2)-04/—+——5 =065 - 3. -
2 n (n—1)s2 0:025 5 1000

= 65.1 £ 18.55
= 46.55 < B < 83.65

c) Zelimo, uz razinu znacajnosti 0.01, testirati hipotezu da ne postoji linearna
veza izmedu x i Y. Linearna veza ne postoji jedino ako je koeficijent smjera
pravca regresije jednak 0. Ako je on razli¢it od 0, bez obzira da li je pozitivan
(tj. > 0) ili negativan (tj. < 0), linearna veza postoji. Postavljamo stoga

hipoteze:
Ho ca=0
H : a#0

Sljedeci korak je izracunati vrijednost odgovarajuce test-statistike:

T,=2"% /(n—1)82 ~ tn—2)
o

Imamo:

1.38 -0 ——
3.246 000 3

Iz tablice za t-razdiobu oc¢itavamo

Kako je
to > t0.005(3)
vrijednost test-statistike je upala u kriticno podrucje, pa nultu hipotezu Hy :

a = 0 moramo odbaciti. Zaklju¢ujemo stoga da koeficijent smjera pravca

regresije nije jednak 0, pa onda linearna veza postoji. 0
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Linearni model najcesc¢e se koristi u dvije svrhe:

1. za predvidanje (procjenu) vrijednosti srednje tj. ocekivane vrijednosti
od Y zaneku danu vrijednost zo od x, tj. E[Y|z = z¢]. U ovom slucaju,
nastoji se procijeniti srednja vrijednost mjerenja velikog broja pokusa
pri zadanoj vrijednosti od .

e procjenitelj od E[Y|z = x¢] je

EY|lz=x¢ =dazo+

e (1 —a)100% pouzdan interval za E [Y |z = z]:

Iﬂﬂ?:mﬂ—tﬂn—m~&¢%+%%;§g, (14)

2. za predvidanje (procjenu) wvrijednosti Y za neku danu vrijednost zg
od x. U ovom slucaju, nastoji se procijeniti rezultat jednog pokusa
provedenog pri zadanoj vrijednosti od x, dakle rezultat nekog buduceg
mjerenja.

e procjenitelj od Y za xz = z¢ je

Y:dﬁo“—é

e (1 —a) 100% pouzdan interval za Y u x = x¢:

- . 1 (xg—17)?
Y—t;(n—Q)-o‘\/l—i-ﬁ-i—m, (15)

. 1
§f+tﬂn—@-&JL+ﬁ+

(2o — 7)? ]
(n—1)S2

Uocimo da je pouzdani interval (15) za Y §iri, odnosno manje precizan od

pouzdanog intervala (14) za E[Y|z = x¢], $to je bilo prirodno za ocekivati.
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Zadatak 44 Nadite 95% pouzdan interval za Y u x = 55, te 95% pouzdan
interval za E[Y |x = 55| za podatke iz Zadatka 43.

Rjesenje:  Pouzdane intervale za Y u z = 55 1 E[Y|x = 55] dobit ¢emo
uvrstavanjem odgovarajuéih vrijednosti u (15) i (14), redom. Vecina param-

etara vec¢ je izracunata, treba nam jos samo:
Y =E[Y|r =55 =a-55+ 3 = 1.38 55 + 65.1 = 141

Sada:

E[Y[r =0 £ ta(n—2)-6 \/ ( 1“?)2
1 (55—

—EY|z =55 + ¢ 246 1/ = 41+ 462
Y|z = 55] 0.025(3) - 3. 6\/5 250 6

pa slijedi da je 95% pouzdan interval za E [Y|x = 55]

Hl\'l

136.38 < E[V|x =55 < 145.62

Sliéno dobivamo:

. 1 _ )2
v+ t;(n—2)-&\/1+—+(x0—x>
n

(n—1)S3

1 (55— 55)2
=141 + to005(3) - 3.246 \/1 + -+ ( )

——— =141 £ 11.3146
) 4250

pa je 95% pouzdan interval za procjenu (predvidanje) vrijednosti Y u
T = Hd:
129.685 < Y < 152.315

g
Pokazatelji da li je predlozeni linearni model dobar (prihvatljiv) model

za dane podatke:

e koeficijent determinacije

(n—1)S2 - SSE SSE

2= =1 227
k (n—1)82 (n—1)52

e [0,1]
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- §to je R? blize vrijednosti 1, to je prilagodba linearnog modela po-

dacima bolja
- koeficijent determinacije jednak je kvadratu koeficijenta korelacije
e test znacajnosti linearnog modela

- svodi se na testiranje

Hy : a=0
H : a#0

Zadatak 45 Izracunajte koeficijent determinacije za podatke iz Zadatka 43.
Rjesenge:

Znamo da je: SSE = 31.6

Treba nam jos:

(n—1)-s7=>Y ¢} —n-y* =101341 -5 141° = 1936
i=1

SSE 31.6
(n—1)S2 1936
Linearni model je dakle za ove podatke jako dobar.

= R’=1- = 0.984
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